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Introduccidn:

En la charla pasada se definié lo que es la variedad térica asociada a un abanico A
dentro de un reticulo N. De igual forma, se definié el morfismo de variedades téricas
inducido por un homomorfismo ¢ : (N'; A’) — (N, A). Alli se discutieron aspectos
de como calcular las érbitas de la accidn y sus respectivas subvariedades invariantes.
Asi mismo, se estudiaron propiedades de los homomorfismos entre reticulos que se
transfieren a los homomorfismos de variedades.

En la charla de hoy se estudiardn algunas propiedades intrinsecas a las variedades
algebraicas, tales como la completitud. Veremos que estas solamente dependen del
abanico A.

En un principio esto resulta sorprendente, pues todas estas propiedades que en
un principio son complicadas de demostrar, se traducen a comprobaciones sencillas
sobre la geometria del abanico. No obstante, esto se esclarecera con la demostracién
de que la categoria de variedades téricas y de pares (N, A) son equivalentes.
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Subgrupos uniparamétricos

Recordando de la charla pasada, dado un reticulo N y A un fan sobre N los
subgrupos uniparamétricos g : k* — Ty vienen inducidos por homomorfismos
oy : Z — N donde ¢, (1) = v. Es decir, g = (¢ )« para algin v € N.

Para demostrar los resultados de esta charla es necesario determinar cuando un
subgrupo uniparamétrico f, permite extenderse a un morfismo f, : Al — X(A).
Afortunadamente, para variedades téricas hay un criterio bien sencillo.

Proposicion 1:

El grupo uniparamétrico f, admite una extensién f, : A — X(A) si y solo si
v € |A]. En caso de que esto suceda, al considerar el cono minimo que contenga
a v, sea este o, se nota que f,(0) = x,-.

Dem: Si suponemos que dichojﬁv, existe, vemos E,(O) € U, para algiin 0 € A. Lo
cual nos permite deducir que f,(Al) C U,.
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Subgrupos uniparamétricos

Lo anterior nos permite obtener el siguiente diagrama conmutativo a nivel de k-

algebras
kle¥ N M] —— k[N]
k[M] —2— k[Z]
Donde por la definicién de f,, se tiene que a(x") = (V) Por las inclusiones

observamos que B(k[o¥ N M]) C k[N], lo cual implica que si tomamos u € S, se
debe tener que (u, v) > 0. Por los resultados de geometria convexa, deducimos que
v € 0. La otra implicacién se tiene automaticamente porque cada uno de estos
pasos son un si y solo si.

Si o es el minimo cono que contiene a v, se tiene que v € ¢°. Para calcular E,(O)
usamos la interpretacién f,(z) € Hom(S,, k) donde f,(z)(u) = z*V). Con esto
notamos que £,(0) = lim,_o f,(2). Si tomamos u € ¢* \ o+, vemos que (u, v) >0
ysiue€ o' se tiene f,(z) = 1. Al tomar el limite, notamos eventualmente que
,(0) = x. O
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Subgrupos uniparamétricos:

La anterior proposicién permite recuperar A a partir de la accién del toro sobre
X(A). Esto se hace explicito en el siguiente corolario.

Corolario 1:

Sean 7 C o dos conos punteados en Ng. EI morfismo inducido g : U, — U, es
una inmersion abierta si y solo si 7 es una cara de o.

Dem: La direccién < se tiene inmediatamente por construccién.
= Suponemos que g es una inmersidn abierta. Para demostrar que 7 es cara de o,
probamos que para vy, vo € 0 N N tal que vi + v» € T se sigue que vi, v» € T.

Al tomar los morfismos fvl,f\,2,f +v,, por la Proposicién 1 notamos que estos

admiten extensiones fvl,fv2,fvl+v2 : A — U,. Asi mismo, sobre Ty se cumple
fv,fv, = fu,+v,, lo cual por la extensién de la accién a U, nos lleva a

Fura(0) = £ (0)7(0)

donde f,,1,,(0) € g(U;). Al tener que g(U:) es estable bajo la accién del to-
ro deducimos que f,,(0), f,,(0) € g(U:). Asi vemos que f,, y f,, se extienden a
morfismos Al — U, y por lo tanto vy, v € 7.
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Propiedades intrinsecas de variedades téricas

Aln asi la construccién de una variedad térica parece ser muy abstracta, estas
poseen propiedades estructurales que se pueden determinar de forma bastante con-
creta. En nuestro caso estudiaremos la completitud de una variedad térica.

Mediante un resultado llamado “Valuative criterion of properness” (el cual abre-
viaremos con V.C) es posible determinar si una variedad térica X(A) es completa
basado solamente en |A].

V.C versién baby

Una variedad algebraica X sobre C es completa si y solo si para todo morfismo
f : Spec(C((t)) — X existe un dnico levantamiento g : Spec(C[[t]]) — X tal que
f = goi, en donde i es la inclusién C[[t]] — C((t)).
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creta. En nuestro caso estudiaremos la completitud de una variedad térica.

Mediante un resultado llamado “Valuative criterion of properness” (el cual abre-
viaremos con V.C) es posible determinar si una variedad térica X(A) es completa
basado solamente en |A].

V.C versién baby

Una variedad algebraica X sobre C es completa si y solo si para todo morfismo
f : Spec(C((t)) — X existe un dnico levantamiento g : Spec(C[[t]]) — X tal que
f = goi, en donde i es la inclusién C[[t]] — C((t)).

Si X(A) es una variedad completa y f, un subgrupo uniparamétrico. Con la inclusién
j : C[t,t71] — C((t)) observamos que f, o j, es un morfismo de Spec(C((t)) a
X(A). Por V.C este se levanta a un morfismo g : Spec(C[[t]]) — X(A), el cual si
lo restringimos a A! nos da una extensién f,,.
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Propiedades intrinsecas de variedades téricas

Puesto que en el caso anterior v € N era general, por la Proposicién 1 llegamos a
que Ngr C |A]. Lo sorprendente es que la contraria también es cierta.

Proposicion 2

Si X(A) es variedad térica con reticulo N, X(A) es completa si y solo si
|A| = Ng.

Dem: Suponemos que |A| = Ng y hacemos R = C[[t]], K = C((t)). Para X(A)
irreducible, es suficiente mostrar el V.C aplicado a un morfismo f : Spec(K) —
X(A) que cumpla im(f) C U con U abierto. En nuestro caso vamos a suponer que
U= Tp.

El morfismo f : Spec(K) — Tpn induce el homorfismo f* : C[M] — K, el cual a
su vez se restringe a un homomorfismo de grupos o : M — K*. Si tomamos la
valuacién v : K* — Z dada por v(}.%°, ait’) = k con ax # 0, se observa que
voa € M* siendo M* = N. Lo cual por hipétesis implica que v o« € o para algin
ocA.
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Propiedades intrinsecas de variedades téricas

Hacemos = v o a. Notamos que la condicién 5 € o es equivalente a tener que
B € (cv)", lo cual es lo mismo a tener que (3 sea no negativo sobre S,. Esto es
suficiente para asegurar que existe un levantamiento de f, pues la no negatividad de
(3 sobre S, permite factorizar f*|@[501 a través de R. Esquematicamente, la situacién
corresponde a:

R K

R
C[S]
Mediante el V.C concluimos que X(A) es completa. O

De forma mas general, en las notas de Mustata se muestra que:

Proposicion:

Sip:(N,;A") — (N,A) es un morfismo fans, entonces .. es propio si y solo si
p~t(A]) = |47,
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Ejemplo:

Un ejemplo fundamental de morfismo propio es el blow-up.

Sea N un reticulo y A un abanico en N. Suponemos que hay un cono o € A
generado por vi,..., v, base de N. Si hacemos vy = > I, v; y reemplazamos o
por los conos generados por los conjuntos {vp, . .., v, } no conteniendo a {vi, ..., vp},
esto da lugar a un abanico A’. La identidad en N induce el mapa propio (idy)x :
X(A") — X(A) el cual justamente coincide con ser el blow-up de X(A) en el punto
distinguido x,.

Si suponemos que N = 7", o = conv(ey,...,ep) y A = {7 < o} vemos que U, =
A". Ahora, si definimos o; como el cono generado por ey, ..., &, ..., €5, NOtamos que
X(A') esté cubierto por los U,,. Haciendo los calculos vemos que o} esta generado

por e, ef — e/, ...,e; — e, lo cual nos permite ver que

C[U,,] = c[x,-,ﬁ,...,ﬁ}

Xj Xj

paracadal </ <n.

Juan Pablo Zihiga Abanicos y variedades téricas |l



Ejemplo:

El blow-up de A" en el origen corresponde a
A = {(x,[Y]) € A" x P xiy; = i}

Este tiene una cubierta por abiertos afines U; = {(x,[y]) € Any £ 0}, en los
cuales cada punto (x, [y]) cumple que x; = x,-i%. Por lo tanto, U; tiene coordenadas
Xy % para j # i, viendo asi que O(U;) = C[U,,] y consecuentemente que U; = U,,.
Los pegados entre los abiertos son todos compatibles, lo cual nos permite deducir
que A" = X(A").

Para el caso de n = 2, el morfismo de abanicos es:

D E

>0,
@l S
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Equivalencia categérica

Ahora nuestros esfuerzos se canalizaran en demostrar que la categoria de variedades
téricas es equivalente a la categoria de pares (N, A) donde A es un abanico en
N. Asi como hicimos en las primeras charlas mostramos que el functor F(N, A) =
X(A) es escencialmente sobre y fully-faithful.

Inicialmente citamos el siguiente lema de Sumihiro.

Si T es un toro actuando en una variedad normal X, entonces existe una cubierta
de abiertos afines {U;}/_; de X tal que U; es estable bajo la accién de T y
T € (s Uk

Ahora procedemos a demostrar lo siguiente:

Teorema 1:

Sea X una variedad separada que posee un toro denso T cuyo producto se
extiende a una accién sobre X. Entonces existe un par (N, A) tal que X = X(A)
y su restriccion induce T = Ty.
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Equivalencia categérica

Dem: Por el lema podemos tomar dicha cubierta de X con abiertos afines Uy, ..., U,.
Si tomamos N como el grupo de subgrupos uniparamétricos de T, notamos que
T = Tp. Por lo desarrollado en el capitulo 1, sabemos que para cada U; existe un
semigrupo S; C M = Hom(N, Z) tal que U; = Spec(k[S;]) y que S8 = M.

Dado que suponemos X normal, cada uno de dichos semigrupos es saturado en M,
por consiguiente, para cada i existe un cono punteado y racional o; en N tal que
S; = o/ N M. De esto se sigue que U; = U,,.

Sabiendo que la interseccién de abiertos afines es afin, tenemos que U; N U; =
Spec(k[S7;]) para algin cono 7j. Probamos que 7; = o; N 0j. La inclusién 7; C
oj N oj se tiene por definicién, pues U, C U;, U; implica 7; C 0, 0;. La contraria
es mucho mas interesante.

Si v € g; Noj por la Proposicién 1, el morfismo f, : k* — Ty tiene extensiones
fi: Al = Ui, K : Al — U;. Al ser X separable, tenemos que eq(f1, f) es cerrado,
lo cual implica que £(0) = £(0). Con esto notamos que f;(A') C U;N U; y por
consiguiente v € 7.

Juan Pablo Zihiga Abanicos y variedades téricas |l



Equivalencia categérica

Para concluir la prueba, usamos el Corolario 1 para construir el abanico. La inclusién
7ij € 0j N oj muestra que 7; es cara de o; y 0;. Si tomamos los conos o1, ..., 0,
junto a todas sus caras, notamos que estas forman un abanico A en N, el cual
cumple que X = X(A) donde los isomorfismos respetan los pegados. 0

Solamente queda faltando el paso de que dicho functor sea fully-faithful.

Teorema 2

Sean A’ y A abanicos en reticulos N y N’ respectivamente. Para todo morfismo
de variedades téricas h: X(A') — X(A) existe un tnico morfismo
o: (N',A") — (N,A) tal que h = p..

Dem: Si tomamos la restriccién de h a Ty obtenemos un morfismo de grupos
algebraicos g : Tpyy — Tp. Por lo desarrollado en el Capitulo 1, sabemos que existe
¢ : N — N homomorfismo de grupos tal que ¢, = g. Si demostramos que ¢ es
un morfismo de pares ya estariamos listos, pues ¢, y h coincidirian en un abierto
denso, lo cual por ser separados X(A’) y X(A) implica h = ¢.. La unicidad viene
del hecho de que el mapa es tnico a nivel de toros.
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Equivalencia categérica

Sea ¢’ € A/, puesto que h preserva érbitas, existe o € A tal que h(Oy) C Oy,
con esto mostramos que ¢(c’) C o. Si v/ € ¢/, sabemos por la Proposicién 1 que
el subgrupo uniparamétrico £, : k* — Tps admite una extensién fo Al XA
con ?\7(0) = Xo/.

Observamos que g o f,s es el subgrupo uniparamétrico de p(v'). Este admite la
extensién h o f,/, lo cual por la Proposicién 1 implica que ¢(v') € |A| y que

h(a\(a)) = x,, donde T es el cono mds pequefio en A que contiene a p(v').

Esto muestra que x; € O, y consecuentemente que O, C O,. A partir de esto
deducimos que 7 = o y asi p(o’) C 0. O

Queda demostrado que ambas categorias son equivalentes, por lo tanto, a nivel
global es exactamente igual estudiar variedades téricas a pares (N, A).
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