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Multiplicidad
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Multiplicidad

Sea 0 = (w1, ..., V) un cono simplicial en R” con vy, ...,v, € Z"
linealmente independientes. Ademdas asumamos que vi, ..., V, son
primitivos, es decir, cada rayo de o es generado minimalmente por
cada v;. Definimos la multiplicidad de o por

mult(o) := NU/ZZV,' ,
i=1

donde N, =Z"N (o + (—0)).
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Multiplicidad

Sea 0 = (w1, ..., V) un cono simplicial en R” con vy, ...,v, € Z"
linealmente independientes. Ademdas asumamos que vi, ..., V, son
primitivos, es decir, cada rayo de o es generado minimalmente por
cada v;. Definimos la multiplicidad de o por

mult(o) := NU/ZZV,' ,
i=1

donde N, =Z"N (o + (—0)).

Proposicion 1

o es no singular si y sdlo si mult(c) = 1.

Proof: mult(c) =1 No =37 Zvi=Z"<ocNZ"=N &0
es no singular. O
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Proposicién 2 (Propiedades de mult)

Sea P, = {>_i_1 Aivi: \j € [0,1)}, entonces

mult(c) = |Z" N P,|.
Si ey, ...,e es una base de Ny, y vi = ) ajjej, entonces
mult(o) = | det(aj;)|.

Si T es una cara de o, entonces mult(T) < mult(c).
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Multiplicidad

Proof: (1)

Sea w € N, un representante de clase del cociente N,/ > _; Zv;.
Escribimos w = myvy + ... + 7, v, € Z" con 7; € R para todo i.
Podemos descomponer 7; = Aj + X con \; € [0,1) y N} € Z para
cada /. En el cociente se tiene

Wl = [ i+ 3o x| =[S0 Al

Notar que Y Ajv; = w — > Niv; € Z". Luego toda clase de
Ny/>7_; Zv; queda representada por un elemento de Z" N P,.
Supongamos ahora que wy = Y \jv; y wp = Y 7;v; estdn en
Z" N P,. Si [w1] = [we], entonces wy — wy € Y Zv;, es decir,
Ai — 7i € Z. Como |\; — 7j| < 1, se debe tener \; = 7.
Concluyendo que en Z" N P, esta en biyeccidén con los
representates del cociente.
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Multiplicidad

Ejemplo 1.

-4
En R? si o es de tipo (m, /), entonces

mult(c) = | det(ex, me; — lex)| = m.
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Multiplicidad

Ejemplo 2.
Sea m > 1 entero. En R3 consideremos o = (e1, €, e1 + e + me3)
y su dual 0V = (me; — e3, mex — €3, €3), entonces

mult(c) = m, mult(c") = m?.
En particular los puntos de (P, NZ")\ 0, quedan determinados por

—k —k k
(1,1,k):m el—i-mm €2+;(61+62+m63), 0< k<m.
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Multiplicidad

P, para m = 3.

Yerko Torres Nova i6 ingularidades tdricas en dimensién mayor.



Subdivisién estelar

Seccién 2

Subdivision estelar
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Subdivisién estelar

Sea A un fanen Z" y v € |A] no cero. Sea v € A un cono
conteniendo a v y o cono en + tal que v ¢ o. Definimos o(v) a ser
el cono generado por o y v.
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Subdivisién estelar

Sea A un fanen Z" y v € |A] no cero. Sea v € A un cono
conteniendo a v y o cono en + tal que v ¢ o. Definimos o(v) a ser
el cono generado por o y v.

Lema 1

dimo(v) =dimo + 1

Proof: Si~ € A es el cono conteniendo a ¢ y v, entonces

o=~N(o+(—0c)). Como v & o, entonces v & (0 + (—0o)).
Luego v es linealmente independiente a los generadores de ¢ y por
esto dimo(v) =dimo + 1. O
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Subdivisién estelar

Definimos la subdivision estelar de A a ser el fan A(v)
conformado por lo siguientes conos

Conos o de A conv ao.
Conos de la forma o(v) definidos anteriormente.

Se puede probar que A(v) es un refinamiento del fan A.
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Subdivisién estelar

Ejemplo. Subdivision estelar del cono (e1, e, €1 + e + 2€3).
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Subdivisién estelar

Proposicion 3

Dado un fan A en 7", existe una sucesion de subdivisiones
estelares tal que en cada paso NO se modifican los conos
simpliciales de A y tal que el fan de llegada es simplicial.
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Subdivisién estelar

Proposicion 3

Dado un fan A en 7", existe una sucesion de subdivisiones
estelares tal que en cada paso NO se modifican los conos
simpliciales de A y tal que el fan de llegada es simplicial.

Proof-:

m Sea k el menor entero tal que los todos conos de dimensidn
< k —1 en A son simpliciales.
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Subdivisién estelar

Proposicion 3

Dado un fan A en 7", existe una sucesion de subdivisiones
estelares tal que en cada paso NO se modifican los conos
simpliciales de A y tal que el fan de llegada es simplicial.

Proof-:

m Sea k el menor entero tal que los todos conos de dimensidn
< k —1 en A son simpliciales.

m Sea 0 € A cono NO simplicial con dimo = k y v € Rint(o).
Consideremos A(v).
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Subdivisién estelar

Proposicion 3

Dado un fan A en 7", existe una sucesion de subdivisiones
estelares tal que en cada paso NO se modifican los conos
simpliciales de A y tal que el fan de llegada es simplicial.

Proof-:

m Sea k el menor entero tal que los todos conos de dimensidn
< k —1 en A son simpliciales.

m Sea 0 € A cono NO simplicial con dimo = k y v € Rint(o).
Consideremos A(v).

m Si 7 € A es simplicial, entonces no puede contener a o y en
particular no contiene a v. Luego 7 estd en A(v). De este
modo A(v) preserva los conos simpliciales de A.
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Subdivisién estelar

m Sea 7(v) € A(v) con dim7(v) < k, entonces por [Lemma 1]
se tiene dim7 < k — 1, es decir, 7 simplicial. Asi 7(v) es
simplicial. Luego todos los conos de A(v) con dimensién
< k — 1 son simpliciales, y todos los conos NO simpliciales de
A(v) con dimensién = k son conos de A, es decir, conos que
no son de la forma o'(v).

Yerko Torres Nova Resolucién de singularidades téricas en dimensién mayor.



Subdivisién estelar

m Sea 7(v) € A(v) con dim7(v) < k, entonces por [Lemma 1]
se tiene dim7 < k — 1, es decir, 7 simplicial. Asi 7(v) es
simplicial. Luego todos los conos de A(v) con dimensién
< k — 1 son simpliciales, y todos los conos NO simpliciales de
A(v) con dimensién = k son conos de A, es decir, conos que
no son de la forma o'(v).

m Como v € Rint(o), entonces en A(v) el cono o fue
subdividido y asi o ¢ A(v). De donde concluimos

2 { Conos de A(v) no } < { Conos de A no } .

simpliciales de dim = k simpliciales de dim = k
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Subdivisién estelar

m Sea 7(v) € A(v) con dim7(v) < k, entonces por [Lemma 1]
se tiene dim7 < k — 1, es decir, 7 simplicial. Asi 7(v) es
simplicial. Luego todos los conos de A(v) con dimensién
< k — 1 son simpliciales, y todos los conos NO simpliciales de
A(v) con dimensién = k son conos de A, es decir, conos que
no son de la forma o'(v).

m Como v € Rint(o), entonces en A(v) el cono o fue
subdividido y asi o ¢ A(v). De donde concluimos

2 { Conos de A(v) no } < { Conos de A no } .

simpliciales de dim = k simpliciales de dim = k

m Seguimos el proceso anterior hasta que el nuevo fan A tenga
todos sus conos de dimensidn k simpliciales. Luego aplicar el
proceso para los conos de dimensién superior j > k hasta
terminar.
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Resolucién de singularidades

Seccién 3

Resolucién de singularidades
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Resolucién de singularidades

Ejemplo. Para el cono 0 = (e1, &2, €1 + e + 2e3), se tiene
Us = {w? = yz} C A}, - La subdivisién queda:

El fan resultante queda dado por los conos mostrados en la figura,
todos con multiplicidad 1. Por lo tanto define una resolucién de U,
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Resolucién de singularidades

Ejemplo. Resolucién del cono o = (e1, ez, €1 + e + 4e3),
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Resolucién de singularidades

Proposicion 4

Sea A un fan simplicial en Z". Supongamos que existe un cono en
A con generadores primitivos vi, ..., vy, y que v =Y [, tiv; € Z"
con cada t; € (0,1). Sea m = max{mult(c') : o' € A,v € ¢'}.
Entonces todo cono de A(v) que no esta en A, tiene multiplicidad
estrictamente menor a m.

Proof
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Resolucién de singularidades

Proposicion 4

Sea A un fan simplicial en Z". Supongamos que existe un cono en
A con generadores primitivos vi, ..., vy, y que v =Y [, tiv; € Z"
con cada t; € (0,1). Sea m = max{mult(c') : o' € A,v € ¢'}.
Entonces todo cono de A(v) que no esta en A, tiene multiplicidad
estrictamente menor a m.

Proof

Un cono en A(v) — A debe ser de la forma o(v) tal que
véoyo<~yconvEeE~r.
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Resolucién de singularidades

Proposicion 4

Sea A un fan simplicial en Z". Supongamos que existe un cono en
A con generadores primitivos vi, ..., vy, y que v =Y [, tiv; € Z"
con cada t; € (0,1). Sea m = max{mult(c') : o' € A,v € ¢'}.
Entonces todo cono de A(v) que no esta en A, tiene multiplicidad
estrictamente menor a m.

Proof
Un cono en A(v) — A debe ser de la forma o(v) tal que
véoyo<~yconveEnr.
Podemos asumir v = (vi, ..., vy, w1, ..., ws). Como v ¢ o,

entonces existe v; € o. Tomar 7 = (vj, w;, V;) con 0 < 7 < 7y
y v &7. Luego o(v) < 7(v).
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Resolucién de singularidades

Proposicion 4

Sea A un fan simplicial en Z". Supongamos que existe un cono en
A con generadores primitivos vi, ..., vy, y que v =Y [, tiv; € Z"
con cada t; € (0,1). Sea m = max{mult(c') : o' € A,v € ¢'}.
Entonces todo cono de A(v) que no esta en A, tiene multiplicidad
estrictamente menor a m.

Proof
Un cono en A(v) — A debe ser de la forma o(v) tal que
véoyo<~yconvEeE~r.
Podemos asumir v = (vi, ..., vy, w1, ..., ws). Como v ¢ o,
entonces existe v; € o. Tomar 7 = (vj, w;, V;) con 0 < 7 < 7y
y v &7. Luego o(v) < 7(v).
Asi mult(a(v)) < mult(7(v)) = timult(y) < mt; < m.
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Resolucién de singularidades

Theorem 1

Sea A un fan en Z". Existe una sucesion de subdivisiones estelares

llegando a un fan no singular . tal que todo cono no singular de A
estd en X.
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Resolucién de singularidades

Theorem 1

Sea A un fan en Z". Existe una sucesion de subdivisiones estelares

llegando a un fan no singular . tal que todo cono no singular de A
estd en X.

Proof

Luego de [Prop 3], podemos asumir A simplicial.
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Resolucién de singularidades

Theorem 1

Sea A un fan en Z". Existe una sucesion de subdivisiones estelares

llegando a un fan no singular . tal que todo cono no singular de A
estd en X.

Proof
Luego de [Prop 3], podemos asumir A simplicial.

Sea m = max{mult(c’) : 0/ € A}, y 0 € A tal que
mult(c) = m. Si m =1, nada que hacer.
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Resolucién de singularidades

Theorem 1

Sea A un fan en Z". Existe una sucesion de subdivisiones estelares
llegando a un fan no singular . tal que todo cono no singular de A
estd en X.
Proof
Luego de [Prop 3], podemos asumir A simplicial.
Sea m = max{mult(c’) : 0/ € A}, y 0 € A tal que
mult(c) = m. Si m =1, nada que hacer.

Sim>1yo=(v,..,v) con v primitivos, entonces existe
v=>_,tvi €Z" con t; €[0,1).
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Resolucién de singularidades

Theorem 1

Sea A un fan en Z". Existe una sucesion de subdivisiones estelares
llegando a un fan no singular . tal que todo cono no singular de A
estd en X.

Proof

Luego de [Prop 3], podemos asumir A simplicial.

Sea m = max{mult(c’) : 0/ € A}, y 0 € A tal que
mult(c) = m. Si m =1, nada que hacer.

Sim>1yo=(v,..,v) con v primitivos, entonces existe
v=>_1tv; € Z" con t; € [0,1).

{vi : ti > 0} son generadores primitivos de un cono
conteniendo a v. [Prop 4] implica que todo cono de A(v) — A
tiene multiplicidad < m, y A(v) no contiene a o.
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Resolucién de singularidades

Theorem 1

Sea A un fan en Z". Existe una sucesion de subdivisiones estelares
llegando a un fan no singular . tal que todo cono no singular de A
estd en X.
Proof
Luego de [Prop 3], podemos asumir A simplicial.
Sea m = max{mult(c’) : 0/ € A}, y 0 € A tal que
mult(c) = m. Si m =1, nada que hacer.
Sim>1yo=(v,..,v) con v primitivos, entonces existe
v=>_1tv; € Z" con t; € [0,1).
{vi : ti > 0} son generadores primitivos de un cono

conteniendo a v. [Prop 4] implica que todo cono de A(v) — A
tiene multiplicidad < m, y A(v) no contiene a o.

Si 7 € A es no singular, entonces v & 7. Luego 7 € A(v).
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Resolucién de singularidades

Corollary 2

Sea X(A) variedad tdrica. Entonces existe un morfismo propio
birracional X(¥X) — X(A), tal que X(X) es suave y f es un
isomorfismo sobre el locus no singular de X(A).
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Resolucién de singularidades

GRACIAS!

rko Torres Nova de singularidades téricas en dimensién mayor.
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