COCIENTES DE VARIEDADES AFINES POR GRUPOS FINITOS
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Los contenidos de esta charla fueron basados en el video de Richard Borcherds, las notas de un
cursillo que impartio Giancarlo el 2012, las notas del curso de Jenia Tevelev sobre Teoria de In-
variantes y Espacios de Moduli ademds de Hartshorne y Shafarevich para las definiciones bésicas.
Ademés durante toda la charla las variedades estaran definidas sobre k = k y char(k) = 0 a no ser
que se explicite lo contrario.

1. ANILLOS DE COORDENADAS Y ANILLOS DE INVARIANTES

Una de las construcciones clasicas que se ven en el curso de geometria algebraica es asociarle a una
variedad su anillo de coordenadas

Definicién 1 (Anillo de coordenadas). Sea Y C A™ un conjunto algebraico, definimos su anillo de
coordenadas como
k[x1,...,xn]

E[Y]:= )

Con esto en mente, buscamos en el diccionario algebro-geométrico y encontramos la correspondencia
entre conjuntos algebraicos afines y dlgebras sobre k finitamente generadas sin elementos nilpotentes.
Este resultado también se restringe al caso en que Y es una variedad y la k-algebra finftamente
generada es un dominio.

Teorema. FExiste la siguiente correspondencia

k-dlgebras, finitamente generadas

sin elementos nilpotentes

{ Conjuntos algebraicos afines } RN
kY]

Y C A"

Con los preliminares listos, empecemos con lo que nos acontece. Sea Y C A™ un conjunto algebraico,
y G un grupo finito que actda sobre Y por automorfismos, la pregunta es ;jpodemos darle una
estructura de variedad afin a Y/G? y si es as{ ;Cémo lo hacemos?. La dificultad de esta pregunta
recae principalmente en pensar ;jDénde vive Y/G?.
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La solucién a ese problema es que, podemos olvidarnos (temporalmente) de la geometria y usar
algebral La acciéon de G sobre Y induce una accién sobre su anillo de coordenadas. Los elementos
en k[Y] son funciones f: Y — Al entonces, estudiar el cociente Y/G deberfa ser lo mismo que
estudiar f’s invariantes bajo la accién inducida.

Entonces si G ~ Y C A", tenemos funciones ¢4: ¥ — Y, luego dada una funcién f: Y — A"
obtenemos la funcién f o ¢,: Y — A™. Definimos la accién G ~ k [Y] como

g*f::fogbgfl

Sabiendo bien cémo se ve la accién inducida en el anillo de coordenadas, definamos nuestro objeto
de estudio central

Definicién 2 (Anillo de invariantes). Sea ¥ C A™ un conjunto algebraico, k[Y] su anillo de
coordenadas y G un grupo finito actuando sobre k [Y], definimos el anillo de invariantes de Y, como

kY] :={ack]Y]:VgeG, g«xa=a}
Con esto en mente, si demostramos que el anillo de invariantes k [Y]G es una k-algebra finitamente
generada sin elementos nilpotentes, le podemos asociar naturalmente un conjunto algebraico afin el

cuél serd Y/G. En efecto, bajo ciertas condiciones, se cumple y podemos definir exitosamente una
variedad cociente

Teorema. Si A es una k-dlgebra finitamente generada y G es un subgrupo finito del grupo de
automorfismos de A, se tiene que AS es una k-dlgebra finitamente generada.

Como consecuencia directa de esto obtenemos el resultado principal que nos permite construir
cocientes de variedades.

Teorema. Sea Y C A™ un conjunto algebraico afin y G un subgrupo finito del grupo de automor-
fismos de Y. Entonces k [Y]G es una k-dlgebra finitamente generada sin elementos nilpotentes que

corresponde a un conjunto algebraico al cudl llamaremos el cociente de Y por G y denotaremos por
Y/G.

Ahora el problema estd en lo siguiente:
1. ;Cémo calculamos el dlgebra de invariantes? !

No podemos dar una respuesta en completa generalidad, pero veamos algunos ejemplos que ilustren
las técnicas para responder cada una de estas incognitas.

2.  EJEMPLOS EXPLICITOS
Ejemplos.

1. Consideremos el A! = C, su anillo de coordenadas es C [x] y sea G el grupo consistente de
las raices n-ésimas de la unidad, definamos la acciéon dada por
G x Clz] — Cla]
g% —> gx

1Un método para hacer esto es computacional. Los programas hechos para calcular esto generalmente usan
métodos como bases de Grébner
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Un ejemplo de esto para que quede claro seria:
Cxax?+3—C%2%+3
Es decir, “intercambiar” los  por gz. El anillo de invariantes de esta accién es C [2"] que es

isomorfa a C [z], entonces el cociente por esa accién es el mismo C.

. Este ejemple viene dado de una familia més general llamada las singularidades %(l,a).
En este ejemplo nos vamos a restringir a estudiar los cocientes de tipo %(1,71 — 1), estos
corresponden a la accién sobre C? dada por el grupo G generado por la matriz que actiia de

la siguiente manera
5 ) ()

Donde ¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Luego, la accién inducida sobre C [z, y]

es la siguiente:
(8 4”01> s

(g <n0_1> *y =y

Recordemos que C [z, y] tiene estructura de anillo graduado como
Clz,yl = €P Ca'y’
1,520
Al ser la accién invariante (como en espacios vectoriales) bajo el grado, tenemos que
G N
Clz,yl” = @ (Ca'y’)",
4,520

es decir, si nuestra accién deja invariante el grado nos basa estudiar los monomios invariantes!
Asumamos que x'y? es invariante bajo la accién, se cumpliria entonces

giyd = (=it
por lo tanto (n —1)i+j =0 mdéd n que es lo mismo que i = j mdd n. Luego los monomios

minimales que cumplen esto son u = ™, v = y" y w = zy los cuales tienen unica relacién
uv = w™. Luego el anillo de invariantes es C [2™, zy,y"] y la variedad cociente es

C?/G = Z(uv —w™) C A3

U,v,w
. Consideremos la siguiente curva eliptica suave en forma de Weiestrass,
C:y>=a3+ax+b

Naturalmente hay una simetria con respecto al eje x por el y2, luego definamos la accién
definida por la reflexion respecto al eje x

{1,-1} xC —C
(@, (2,9)) — (z,ty)
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Esto induce la siguiente accién sobre C [C]:
{I,-1} xC[C] — C[C]
(t,p(.’l], y)) — p(l‘7 _y)

(en este caso no cambia nada pues —1 tiene orden 2). Notemos que podemos descomponer
el anillo de coordenadas de la siguiente manera

C [, i i
(yQ_x3[_Z£x_b) @CZ EB EB(ny

i>0 i>0

pues y? = 23 +ax + b, ademds la accién es invariante bajo estos subespacios, luego nos basta
estudiar los invariantes de cada uno. Sea ayz® un invariante cualquiera, se cumple

ayz' = —ayr'! = a =0

entonces el tinico invariante ahi es el polinomio nulo, de otra manera, cualquier polinomio
de la forma az® es invariante, entonces son generados por u = x, por lo tanto el anillo de
invariantes es C [u] y se tiene que

C/Zy=C
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