3. Invariante de Donaldson-Futaki

Definicion 3.1. Considerar V un k-espacio vectorial de dimension finita dotado de una accion G,, ~ V. Se
define el peso de la accién como

wt(V) =) Adim (13),

AEZ
donde V = @,y Vi es la descomposicién en pesos de V con Vy := {v € V|- v = £ para todo £ € Gy, (k)}

Observacion 3.2. Si G, actia en V espacio vectorial de dim(V) = n, entonces wt(V) = wt(det(V')) donde
det(V) := A"V, el cual posee una G,-accion inducida. Si s1,...,8, € V es una base y \1,..., A\, € Z son
tales que € - s; = £Ms; entonces

E'Sl/\.../\Sn=£zi>\i81/\.../\sn

y por tanto wt(det(V)) = wt(V).

De ahora en adelante consideramos X variedad proyectiva sobre C de dim(X) = n, y (£7,.%) configuracion
test de un par polarizado (X, L). Para m € N tal que m.Z sea un fibrado en rectas, definimos

Ny i=dim H® (25, m%)  y  w = wt HY (20, m%)

Es conocido que los valores N, (el polinomio de Hilbert de Zj) vienen dados por un polinomio de coeficientes
racionales de grado n. Ademaés, es posible probar que los valores de w,, vienen dados por un polinomio racional
de grado n + 1, por lo cual se tiene una expansion

w
— :F0+F1m71+F2m72+...
mNp,

para m > 0 suficientemente divisible.

Definiciéon 3.3 (Invariante de Futaki). El invariante de Donaldson-Futaki de (2°,.£) se define como
DF(2, %) = —2F,

El objetivo es expresar este ntimero en términos de ntmeros de interseccién, para lo cual necesitaremos com-

pactificar (Z27,.%).

Construccion 3.4 (compactificacion). Dada una configuracion test (27,.%¢) de (X, L), podemos considerar
las familias Gy,-equivariantes (27,.%) — Al y (X,L) x (P'\{0}) — (P*\{0}), donde la accién de G, en
(X,L) x (P'\{0}) corresponde al producto de la accién trivial en (X,L) y la accién estandar en P'\{0}.
Tenemos un isomorfismo G,,-equivariante

(2°\ 20, L2\ 2,) = (X, L) x (A1\ {0})
(pa S) = (CL71 'p’a71 ' 5) X {CL}

donde a = 7(p), y por tanto este isomorfismo nos permite pegar las dos familias anteriores obteniendo la
compactificacion 7 : (2 ,) — PL. Esta compactificacion posee las siguientes propiedades:

1. el morfismo 7 : (Z7,.Z) — P! es plano, propio y G,,-equivariante.
2. el Q—fibrado en .Z es 7-amplio y G,,-linealizado.
3. la fibra sobre oo corresponde a (2 «, L) = (X, L).
Ejemplo 3.5. Considerar la configuracion test producto 2 = P! x A! inducida por la accién
t-lo:y) = (%2 y)

para algiin d € Zy £ = Op1(1) x Al. En este caso vemos que H°(P', Op1(m)) = C[X,Y],, con t- (zFy™F) =
tdkgkym=F por lo que w,, = (W) d, Ny, =m+1yDF(2,%) =0 (P! NO es K-estable!!).

Ademas, la construccién anterior nos dice que

2 = P(Op: @ Op1(d))



Lema 3.6. Sea G,, ~ P! la accion dada por t- |z : y] = [tz : y|. Dada una Gy,-linearizacion de Op:(m)
entonces

wt (Op1(m)o) — wt (Op1(m)es) =m
donde 0:=[0:1] y oo :=[1:0].

Proposicion 3.7. Si (Z',.L) es una configuracion test de (X, L) yn = dim(X), existen racionales a;,b; tales
que

Ny, := dim H° (25, m%) = agm™ +aym™ ' 4+ ... + a,
Wy, = Wt HO° (%,m,fo) = boanrl +bm"” + ...+ bn+1

para todo m > 0 suficientemente divisible. Mds ain,

I . yn+1
W= YTy
y si Z es normal, también o
1. Kx ; L. K?/]P’l
a T = —-—-—— e
L om—1)1 4 7 20l

Demostracion. El Teorema de anulacion Serre implica que
H{(Z,mZ)=0 Vi>0,m>0VtecP!

El Teorema de cambio de base en cohomologia (ver Teo. 12.11 de Hartshorne) implica que para un m tal que
se cumpla lo anterior, se tendra también que

1. R7,05(m.Z) = 0 para todo i > 0.

2. T ﬁy(my) es localmente libre.

3. TO5(mZL) @ k(t) = HY(Z1,m%,) es un isomorfismo para todo t € PL.
Las condiciones (2) y (3) permiten afirmar que

N, :=dim H° (2, m%) = dim H° (27, m.%) = dim H°(X,mL)

asi que la afirmacion sobre N, y las féormulas para ag, a1 se obtienen del Teorema de Riemann-Roch.
Por otro lado, podemos considerar el fibrado en rectas det (7. 0z(m.Z)), el cual es un fibrado G,-lincalizado
sobre PL. De la condicién (3)

wt (det (71'* o ( y)) ) =wt (det HO (%,miﬂo)) = Wy,
y dado que G, acttia trivialmente en la fibra (27, %), tenemos wt (det (7. ﬁ7<m§))m) =0, y el Lema 77
implica
det (7, Ogr(mZL)) = Opr (wyy)

El Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch para fibrados vectoriales en curvas, combinado con las condiciones
(1),(2),(3) y el Teorema de imagenes directas de Leray permiten hacer el siguiente calculo

Wy, = deg (Op1 (wy,)) = deg (7. O05=(m.Z)) = x (P, (7. O5(mL)) — 1k (w* O5(m2))
x (P, (’ ( y)))
=x (&, O5(mZ)) -

Lo anterior permite concluir justamente que los valores w,, vienen dados por un polinomio de coeficientes
racionales de grado nl + 1, por lo que tnicamente resta encontrar los coeficientes. El coeficiente by se obtiene
directamente del Teorema de Riemann-Roch, pues deg(N,,) = n. Para finalizar notemos que

A" =27 O5 (X)) =L T 0p1(2) = —Z" -7 Kp2

y del Teorema de Riemann-Roch vemos (si asumimos 2" normal) que



—n+1 —n
Z L - K5 +2L"
_ <= on+l = Ty e
Wm = (n+1)!m 2n! "

Los ultimos dos calculos permiten deducir b;.

n + O(mnfl)

O

La proposicion anterior permite inmediatamente obtener la siguiente féormula para el invariante de Donaldson-
Futaki.

Teorema 3.8 (Wang-Odaka). Si (27,%) es una configuracion test de (X, L) y 2" es normal, entonces

—n . K— ~ yn_;’_l
7 /P
DF (% ,2Z) =
(%, 2) v S mrnv
donde V=1L" y S=nV-1(-Kx-L"1).
Demostracion. Basta notar que DF(27, %) = w. O
0

Dado que la formula de Wang-Odaka es vilida para test normales, el objetivo serd normalizar configuraciones
test.

Construccion 3.9. Sea (27,.Z) configuracion test de una variedad polarizada (X,L) con X normal. La

normalizacion de (27,.%) es (,%A;,_?) donde v : 2 — 2 es la normalizacion y £ := v*.%. En efecto esto
resulta en una configuracion test pues

Gmxffai»@/

G X&' — X

y P es amplio sobre A pues v es finito.
Para m > 0 suficientemente divisible tenemos N/ = HY(X,mL) = N,,. Por otra parte, denotando 2~ =: 2"
por simplicidad, notar que hay una sucesiéon exacta

0= O 5 v.057— F =0 | ® Ox(mZ)

y se puede calcular que

w), =wn + H (2,7 ®@ O(mZ)) > wn

De esta forma

DF(%, %) < DF(Z, %)
Enunciamos a continuacion la definicién de K-estabilidad.
Definicion 3.10. Sea X variedad normal, propia y L fibrado en rectas amplio en X. Decimos que (X, L) es:

1. K-semiestable si y solo si Fut(Z,.¢) > 0 para todas las configuraciones test normales de (X, L).

2. K-poliestable si y sblo si (X, L) es K-semiestable y Fut(Z",.¢) = 0 solo si (Z7,.%) es una configuracion
test producto.

3. K-estable si y solo si (X, L) es K-semiestable y Fut(Z2",.%) cuando (27, .Z) es trivial.
En particular, 3. = 2. = 1..
Observacion 3.11. FEs importante tener presente como se relacionan estas nociones de estabilidad.

1. Si eziste una accion Gy, ~ X y una G, -linealizacion de L, entonces (2, %) no es K-estable. En efecto,
la accion y su accion dual dan origen a dos configuraciones test no triviales (£, L), (2", L") que verifican
DF(Z,.%)+DF(Z7,%") =0 y luego alguno de estos niimeros es no-positivo.

2. Si X es una variedad de Fano sobre C, entonces:
a) (X,—Kx) es K-poliestable si y sélo si X admite una métrica de Kihler-Einstein.
b) (
c) (

—Kx) es K-estable si y solo si X admite una métrica de Kdihler-FEinstein y Aut(X) es finito.

X,
X,—Kx) es K-semiestable si y sdlo si existe una configuracion test (2 ,%) de (X,—Kx) tal que
2o es una variedad de Fano (posiblemente singular) que admite una métrica de Kdhler-Finstein.
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