1. El problema de Calabi para variedades de Fano

Todas las variedades estaran definidas sobre el cuerpo de los ntimeros complejos C.

Para estudiar variedades projectivas (suaves) X desde el punto de vista de la Geometria Diferencial consideramos
métricas hermitianas h (en lugar de métricas riemannianas), que a su vez tienen asociadas

w= 2L E hi;j dz; A dz; una (1,1)-forma con h = (h;;) matriz hermitiana con h;; : X — C funcion ¢°°.
loc i —
ij

Decimos que (X,w) es una variedad de Kéihler si dw = 0.
Ejemplo 1.1. En P”, la métrica de Fubini-Study asociada aE|
i om 2
wpg = iaﬁlog l|z|
es de Kéhler. Asi, para X C P subvariedad proyectiva suave, tenemos que w := wpg|x es una meétrica de
Kahler en X, i.e., toda variedad proyectiva suave es una variedad de Kdhler.

Observacion 1.2. Si X 2 P!, C/A o D/T es una superficie de Riemann, hay métricas cldsicas (de Fubini-
Study, Euclideana, y de Poincaré, resp.) en X con curvatura constante (+1, 0, —1, resp.).

En 1954, Eugenio Calabi propone estudiar en toda variedad proyectiva suave X la existencia de una métrica de
Kahler w tal que

Ric(w) = Aw para algin A € {—1,0,1} (Ecuacion de Kéhler-Einstein)

donde Ric(w) = —iddlogdet(h;;) es la curvatura de Ricci de w.

loc

Ejemplo 1.3. En la carta afin Uy = {z = [Z), Z1,Z2] € P2, Zy # 0} = A2 de P? con coordenadas (21, z2)
tenemos wrg = $091log(1 + |21 > + |22]?) = & >_i; hij dzi A dz; donde
loc

71' 1+ |Z2|2 —Z129
h = (hyj) = .
( ”) (1+‘Zl|2+|22|2)2 ( —Z1%2 1+|21|2

con det(hi;) = w2(1+|z1|? +]22/?) 2 y luego Ric(wrs) = 6mwrs. Dado que Ric es invariante por reescalamientos
w — Ay 'w, podemos normalizar para obtener A = 1. Similarmente, Ric(wgs) = 27(n + 1)wgs en P™.

Recuerdo 1.4 (Teorema de Kodaira). La curvatura de Ricci Ric(w) define una (1,1)-forma real tal que
def

[Ric(w)] = 2me1 (X) = 27[-Kx] € HY*(X,R). Asi, en el caso A = —1 (resp. A = 1) tenemos que [Kx] = [w]
(resp. [-Kx] = [w]) es cohomologo a una (1,1)-forma positiva. El Teorema del incrustamiento de Kodaira
asegura que Kx (resp. —Kx) es amplio. Asi, la ecuacion de Kéhler-Einstein implica que:

1. X es canbénicamente polarizada (i.e., Kx amplio) si A = —1.
2. X es tal que Kx ~q 0si A=0.
3. X es Fano (i.e., —Kx amplio) si A = 1.

La existencia de métricas de Kéhler-Einstein en toda variedad canonicamente polarizada y de Calabi-Yau son
resultados fundamentales de Analisis Geométrico por parte de Aubin y Yau, respectivamente. Por otra parte,
veremos que no toda variedad de Fano admite una métrica de Kdahler-FEinstein.

Ejemplo 1.5. Sea X una variedad de Fano suave. Entonces,
» (dim(X) =1) X = P! es Kiihler-Einstein.

» (dim(X) =2) X 2 P! x P!, P? 0 Bl,, ., (P?) blow-up en r > 8 puntos en posicién general. Veremos
que todas ellas son Kihler-Einstein excepto por Bl,(P?) 2 F; y Bl,, ,,, (P?).

= (dim(X) = 3) Iskovskikh, Mori y Mukai clasificaron los 3-folds de Fano en 17 4+ 88 = 105 familias. En
2023, Ivan Cheltsov y sus colaboradores prueban que para exactamente 78 familias se tiene que el miembro
general admite una métrica de Kéahler-Einstein.

TAqui, 0f =3 ngb dzt ygfzz% dz.




Teorema 1.6 (Chen-Donaldson—Sun 2014, Tian 2015). Una variedad de Fano suave X admite una métrica de
Kahler-FEinstein si y solo si (X, —Kx) es K-poliestable.

De manera sorprendente, la nocién de K-poliestabilidad es un concepto puramente algebro-geométrico, y
proviene de la idea de usar Teoria Geométrica de Invariantes (GIT) en el esquema de Hilbert:

Sea X una variedad proyectiva y L € Pic(X). Una configuracion test de (X, L) es una degeneracion G-
equivariante obtenida de la manera siguiente:

1. Dado un incrustamiento ¢|per) : X < PV para cierto k> 0, y
2. Dado un subgrupo 1l-paramétrico dado por un morfismo de grupos p : G,, = PGLy1(C),

consideramos la accién inducida de G,,, en PV y el incrustamiento
§: X x G, = PN X G, (z,t) = (p(t)z,t).

Asi, la clausura de Zariski 2" := j(X x G,,,) € PY x A! viene dotada de una proyeccién 7 : 2~ — Al que es
un morfismo plano y tal que .Z := 04 (1) € Pic(Z") es w-relativamente amplio.

Diremos que (2", .#) =+ A! es una configuracién test y que la fibra especial 25 « 771(0) es el limite plano
de p(t) - X C P cuando t — 0.

Ejemplo 1.7 (Li-Xu). Sea (X, L) = (P!, 0p:(3)) la ciibica torcida y consideremos la variedad no-normal

X = {s*(x +w)w — 22 = sx(x +w) —yz = vz — syw = y*w — 2*(x + w) = 0} C P? ]xAi.

[@,y,2,w

con accion de G, dada por t - ([z,y, z,w], s) = ([x,y,tz,w], ts). Asi, Zy = Proj(Clz,y, z,w]/Iy) cibica plana
nodal dada por Iy = (22, yz, 2z, y?w — 2%(x + w)) y p = (0,0,0, 1) punto no-reducido de 25.

En analogia con el criterio de Hilbert-Mumford para estabilidad en el contexto de GIT, Futaki (1983) y Do-
naldson (2002) proponen estudiar la accién de Gy, en la fibra especial Zjy. Mas precisamente, veremos que la
accion de G, en los espacios de secciones H’(.27, Z£™) permite definir el invariante de Donaldson-Futaki
DF(%,.%) € Q asociado a una configuracion test (2",.%) con espacio total 2" normal y decir que:

1. (X, L) es K-semiestable si DF(.2",.Z) > 0 para toda configuracion test (Z°,.%) de (X, L).
2. (X, L) es K-poliestable si es K-semiestable y si DF(.2",.%) = 0 implica (2,.¢) = (X, L) x AL

Observaciéon 1.8 (MMP). Trabajos muy recientes (Li, Fujita, Odaka, Okada, Xu, etc) prueban que el espacio
de moduli de variedades de Fano suaves Kdihler-FEinstein se compactifica considerando variedades de Fano K-
poliestables con singularidades klt (en lugar de slc), como fue conjeturado por Tian.

Veremos ademaés que el calculo de DF (27, %) puede hacerse de manera explicita gracias a que .Z es un fibrado
en rectas G,,-linealizado (cf. Capitulo 7 de Lectures on Invariant Theory por 1. Dolgachev):

Sea X variedad algebraica con accion « : G,, x X - X de G,,, = (C*, ) y sea L € Pic(X). Una G,,-
linealizacién de L es una accion de G, en el espacio total V(L) de L que haga la proyeccion V(L) = X
un morfismo G,,-equivariante y tal que la accién en las fibras sea lineal. Mas formalmente, es una accién
0: Gy x V(L) = V(L) tal que el diagrama siguiente sea conmutativo

G X V(L) Z— V(L)

Id(_;m X Trl J{ﬂ'

G,xX 2= X
y tal que la seccion nula 05, C V(L) sea Gy,-invariante. En particular, para todo t € G, y todo z € X
ox(t) : Ly =5 L4, es un isomorfismo lineal.

Ademas, dado que Pic(G,,) = {1}, todo L € Pic(X) admite una linealizacion y las posibles clases de linea-

lizaciones estan parametrizadas por el grupo de caracteres X(G,,) e Homg, (G, Gin) = Z. Por ejemplo, si
X =P'y L = Op:1(—1) entonces V(L) = {([zo, z1], M0, 1)), [z0, 1] € P, A € C} y la accion de G,,, dada
por t - ([zo, z1], Mo, x1)) := ([x0, tx1], AM(x0,tx1)) determina una G,,-linealizacion de L.
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