
2. Configuraciones test y álgebras de Rees
Sea X un esquema (separado, de tipo finito sobre k = C) proyectivo y L ∈ Pic(X) fibrado en rectas amplio.

Definición 2.1. Una configuración test de (X,L) es un par (X ,L ) junto con

1. un morfismo propio y plano π : X → A1 = Spec(C[t]),

2. una acción de Gm en X tal que π es equivariante para la acción estándar (a, t) 7→ at de Gm en A1,

3. un Q-fibrado en rectas L ∈ Pic(X )⊗Z Q π-amplio y Gm linealizado en X ,

4. un isomorfismo (X1,L1) ∼= (X,L) entre la fibra general y la variedad polarizada original.

Ejemplo 2.2. Sea (X,L) como en la definición anterior.

1. La configuración test trivial (XA1 , LA1) := (X,L)×A1 es aquella donde la acción de Gm en XA1 es
la acción producto, donde la acción en X es trivial y la acción en A1 es la acción estándar.

2. Una configuración test producto es (XA1 , LA1) como antes, sólo que la acción de Gm en X no
necesariamente es trivial. Si Aut◦(X) ∼= {1}, entonces toda configuración producto es trivial.

3. Sea Z ⊆ X sub-esquema cerrado y sea σ : X := BlZ×0(X × A1) → X × A1. Entonces p := prA1 ◦σ :
X → A1 es un morfismo propio y plano2. Además X0 = E + F , donde E = σ−1(Z × 0) es el divisor
excepcional y donde F ∼= BlZ(X) es la transformada estricta de X × 0. Si Z ⊆ X es Gm-invariante (e.g.
por la acción trivial en X) entonces hay una acción inducida de Gm en X , y dado que −E es σ-amplio,
tenemos que L := σ∗LA1 ⊗ OX (−tE) es π-amplio para 0 < t≪ 1. Así, (X ,L ) configuración test.

4. Sea r ∈ N≥1 tal que rL := L⊗r muy amplio, i.e., ι : X ↪→ P(V ∨) incrustamiento, donde V = H0(X, rL).
Un morfismo de grupos ρ : Gm → GL(V ) induce una configuración test (Xρ,Lρ) donde Xρ es la clausura
de Zariski en P(V ∨) × A1 de la imagen de X × Gm ↪→ P(V ∨) × Gm, (x, a) 7→ (ρ(a)x, a) y donde
Lρ := 1

rOX (1). Todas las configuraciones test de (X,L) se obtienen de este modo (Ross–Thomas, 2007).

Objetivo: Obtener criterios “valuativos” (i.e., numéricos) para estudiar configuraciones test. Veremos que:

{Config. test de (X,L)}↭ {Filtraciones de R(X,L) := ⊕m≥0 H
0(X,mL)}↭ {Valuaciones en C(X)}

Más precisamente, las valuaciones (divisoriales) que construiremos en C(X) permitirán estudiar el invariante de
Donaldson-Futaki DF(X ,L ) mediante técnicas de geometría birracional (MMP) y teoría de intersección.

Recuerdo 2.3. Dado un espacio vectorial V , hay una biyección entre acciones lineales de Gm en V y Z-
graduaciones en V : dada una acción Gm en V hay una descomposición en pesos V = ⊕λ∈ZVλ donde

Vλ := {v ∈ V, a · v = aλv para todo a ∈ Gm}.
Recíprocamente, la Z-graduación V = ⊕λ∈ZVλ permite definir a · v :=

∑
aλvλ, para todo v =

∑
vλ.

Definición 2.4. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita (e.g. H0(X,mL)). Una Z-filtración de V es
una colección de sub-espacios {Fλ}λ∈Z ⊆ V tales que

1. Fλ+1V ⊆ FλV para todo λ ∈ Z, i.e., es una filtración decreciente,

2. FλV = 0 para todo λ≫ 0, y

3. Fλ = V para todo λ≪ 0.

El álgebra de Rees asociada a la filtración F • es el k[t]-módulo finitamente generado y libre de torsión dado
por Rees(F •) := ⊕λ∈ZF

λV t−λ, con estructura de k[t]-módulo dada por t · (vt−λ) := vt−λ+1.

Construcción 2.5 (correspondencia de Rees). Hay una correspondencia biyectiva entre

{Fibrados vectoriales Gm-linealizados V → A1} ←→ {Z-filtraciones en e.v. de dimensión finita V }.

En efecto, dado V espacio vectorial y F •V una Z-filtración, entonces consideramos R := Rees(F •) y R̃ es un haz
localmente libre en A1 = Spec(k[t]), con fibrado vectorial V := V(R̃)→ A1. Como R admite una Z-graduación
compatible con la Z-graduación de k[t], tenemos que V → A1 es un fibrado vectorial Gm-linealizado.

Dado V → A1 fibrado vectorial Gm-linealizado, consideramos la acción inducida de Gm en sus secciones
globales y la descomposición en pesos correspondiente H0(A1,V ) =

⊕
λ∈Z H0(A1,V )λ.

2Conocido como la deformación al cono normal en Teoría de Intersección (ver Fulton §5.1 o la Clase 14 de Ravi Vakil).
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Es importante observar que la acción de Gm
∼= Spec(k[t, t−1])

def
= {t ̸= 0} ⊆ A1 en las secciones globales está

dada por la representación dual t · σ(x) := σ(t−1 · x) y por ende t ∈ k[t] actúa con peso −1 en el k[t]-módulo
H0(A1,V ), i.e., H0(A1,V )λ

·t−→ H0(A1,V )λ−1 es un morfismo inyectivo de k[t]-módulos.

Podemos construir FλV geométricamente de la manera siguiente: Sea V := V1 la fibra general de V → A1 y

FλV := Im
(
H0(A1,V )λ

ev1−−→ V, s 7→ s(1)
)

donde FλV ⊆ Fλ−1V dado que ·t es un morfismo inyectivo. Además, FλV = 0 (resp. FλV = V ) para λ ≫ 0

(resp. λ≪ 0) dado que H0(A1,V ) es un k[t]-módulo finitamente generado (resp. Im(H0(A1,V )λ
ev1−−→ V ) = V ).

Observación 2.6. La construcción anterior tiene dos consecuencias que nos servirán para hacer cálculos.

1. Dado que V → A1 es Gm-equivariante, tenemos que VA1\{0} ∼= V × (A1 \ {0}). Por otra parte, dado que
R⊗k[t] k[t]/⟨t⟩ ∼= R/tR, tenemos que V0

∼=
⊕

λ∈Z FλV/Fλ+1V
def
= gr•F V .

2. La inclusión H0(A1,V ) ∼=
⊕

λ∈Z FλV t−λ ↪→ H0(A1 \ {0},V ) ∼=
⊕

λ∈Z V t−λ implica que

s ∈ FλV ⇔ st−λ ∈ H0(A1,V ), donde s ∈ H0(A1 \ {0},V ) sección Gm-invariante tal que ev1(s) = s.

Para utilizar filtraciones en el contexto de configuraciones test (X π−→ A1,L ) de un esquema polarizado (X,L),
consideramos r ∈ N≥1 tal que rL ∈ Pic(X ) y R := R(X, rL) :=

⊕
m∈N Rm con Rm := H0(X,mrL) e.v. de

dimensión finita. Veamos que podemos construir una Z-filtración graduada F •R, es decir, una Z-filtración
F •Rm para todo m ∈ N y tal que FλRm · FµRn ⊆ Fλ+µFm+n. Para ello, notamos que:

1. Por la fórmula de proyección, H0(X ,mrL ) ∼= H0(A1,V ) donde V := π∗(L ⊗mr) fibrado Gm-linealizado.

2. Hay un morfismo canónico de restricción ev1 : H0(X ,mrL )→ H0(X ,mrL )t=1
∼= H0(X,mrL).

Así, podemos definir Fλ
X ,L H0(X,mrL) := Im

(
H0(X ,mrL )λ

ev1−−→ H0(X,mrL)
)
, y dicha filtración es finita-

mente generada. Más precisamente, la correspondencia de Rees nos da un isomorfismo de k[t]-módulos

H0(X ,mrL ) =
⊕
λ∈Z

H0(X ,mrL )λ
≃−−−→

Rees

⊕
λ∈Z

Fλ H0(X,mrL)t−λ compatible con la graduación, y luego

⊕
n∈N

H0(X ,mrL ) ≃
⊕
n∈N

⊕
λ∈Z

Fλ
X ,L H0(X,mrL)

def
= Rees(F •

X ,LR(X, rL)),

donde esta última es una k[t]-álgebra finitamente generada pues L es relativamente amplio sobre A1.

Teorema 2.7. Hay una correspondencia3 entre configuraciones test (X ,L ) de la variedad polarizada (X,L)
y Z-filtraciones graduadas F • de R(X,L) para cierto r > 0.

Demostración. Por la discusión anterior, basta notar que Rees(F •
X ,LR(X, rL)) induce la configuración test

X := Projn∈N

(⊕
n∈N

⊕
λ∈Z

Fλ
X ,L H0(X,mrL)

)
π−→ A1

donde el morfismo π se obtiene pues la componente de grado m = 0 del álgebra de Rees es k[t]. Por construcción,
π es proyectivo y L := 1

kOX (k) es un Q-fibrado en rectas amplios para k ≫ 0. Además, el hecho que hay un
isomorfismo Gm-equivariante (X ,L )|A1\{0} ≃ (X,L)× (A1 × {0}) se deduce de la Observación anterior.

Corolario 2.8. Sea (X ,L ) una configuración test de la variedad polarizada (X,L). Entonces, si X es reducida
e irreducible, entonces X también.

Demostración. Sea F •R, con R = R(X, rL) para r > 0, la Z-filtración asociada a la configuración test (X ,L )
tal que X ≃ Proj(Rees(F •R)). El resultado es consecuencia directa de que Rees(F •R) ⊆ R[t, t−1].

Hecho: Un análisis análogo, usando la caracterización de normalidad mediante las condiciones R1 y S2 de
Serre4, implica que si X es normal y X0 es reducida, entonces X es normal.

3biyectiva, si declaramos dos filtraciones equivalentes si coinciden en H0(X,mL) para todo m suficientemente divisible.
4Ver Stack Project, Tag 031S.
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