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Resumen. En el estudio de variedades singulares, una de las herramientas

principales es la existencia de resoluciones de singularidades. En condiciones
ideales, uno puede traducir preguntas en la variedad singular a preguntas en

una resolución de singularidades. Una notable excepción es el estudio de cate-

goŕıas derivadas: para una variedad con singularidades no racionales, las cate-
goŕıas derivadas de la variedad y de una resolución de singularidades guardan

poca relación.

Un remedio para este problema es la existencia de resoluciones categóricas
de singularidades. Informalmente, estas permiten tratar cualquier variedad co-

mo si tuviera singularidades racionales, a costa de lidiar con una categoŕıa

triangulada abstracta.
En esta charla discutiremos estas ideas con una motivación concreta: des-

cribir espacios de moduli que parametrizan haces semiestables en curvas sin-
gulares. Siguiendo ideas de Kuznetsov y Lunts, mostraremos cómo construir

expĺıcitamente una resolución categórica de singularidades. En esta resolución,

probaremos la existencia de condiciones de estabilidad de Bridgeland, que “in-
terpolan” entre semiestabilidad en la curva singular y en su normalización.

Finalmente, aplicaremos estos resultados a curvas con nodos, cúspides o tac-

nodos, recuperando resultados clásicos de Oda–Seshadri y Bhosle.
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1. Introducción

Durante esta charla una curva C es una variedad irreducible, proyectiva de di-
mensión uno sobre C. Muchos de los resultados que discutiremos siguen funcionado
para curvas con múltiples components (siempre que sean reducidas).

En esta charla estudiaremos espacios de moduli de haces sobre C. Para comenzar,
veamos el caso suave.

Definición 1. Sea E un haz localmente libre en C. Su pendiente es µ(E) :=
deg(E)/ rk(E). El haz E se dice (semi)estable si µ(F )(≤) < µ(E) para todo subhaz
0 ̸= F ⊊ E.

La noción de semiestabilidad es fundamental para obtener un espacio de moduli
“razonable” de haces. (De hecho, el estudio de espacios de moduli en general requiere
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una noción de estabilidad en algún sentido). En efecto, el resultado clave que nos
guiará es el siguiente.

Teorema 2 (Mumford, Seshadri, Newstead, ...). Sea C una curva suave de género
g ≥ 2, y sean r > 0, d enteros coprimos.

1. Un haz E con rk(E) = r, deg(E) = d es estable si y solo si es semiestable.
2. Existe un espacio de moduli MC(r, d) parametrizando haces estables de rango

r y grado d. Es una variedad suave, proyectiva, no vaćıa de dimensión r2(g−
1) + 1.

3. La estructura birracional MC(r, d) es bien entendida: el morfismo determi-

nante det : MC(r, d)→ Jacd(C) es un fibrado en la topoloǵıa Zariski; la fibra
MC(r,Λ) es una variedad de Fano.

Los casos para g = 0, 1 y para r, d no coprimos son bien entendidos; los omitire-
mos durante toda la charla por claridad. En cualquier caso, este resultado ilustra
claramente la situación en curvas suaves.

Ahora bien, ¿qué sucede si la curva C es singular? El primer problema que
aparece es que el espacio MC(r, d) como definimos arriba deja de ser proyectivo.

Ejemplo 3. Sea C una curva con un nodo. El ideal Ip es localmente libre si y solo
si p no es el nodo.

De este modo, redefiniremos MC(r, d) para incluir haces puros de dimensión uno;
esto es, haces que no contengan subhaces soportados en puntos. Resulta aśı que el
espacio MC(r, d) existe y es proyectivo. No obstante, el resto de propiedades dejan
de cumplirse.

Ejemplo 4. Veamos algunos ejemplos de cómo se ven los espacios MC(r, d).

1. (Oda–Seshadri) Sea C una curva con un nodo. El espacioMC(1, d) = Jac
d
(C)

es no-normal; su normalización M̃C(1, d) es isomorfo a1 un fibrado en P1 so-

bre Jacd(C̃).
2. (Bhosle) En el caso anterior, el espacio MC(2, d) no es normal. Su normali-

zación no es isomorfa a un fibrado en Gr(4, 2) sobre MC̃(2, d). No obstante,
ambos espacios difieren por un flip expĺıcito.

3. (Altman–Iarrobino–Kleiman) Para curvas más complicadas2, MC(1, d) pue-
de tener múltiples componentes irreducibles.

Nuestro objetivo ideal3 es entender MC(r, d) para curvas singulares. Para ello, la
estrategia “estándar”, que es como se obtienen los dos primeros resultados, consiste
en los siguientes cuatro pasos.

P1. Describir “haces puros en C” v́ıa “haces localmente libres en C̃ más un dato
de pegado”.

P2. Introducir una noción de semiestabilidad en P1, posiblemente dependiendo
de algunos parámetros.

1De hecho, el fibrado viene dado por proyectivizar U|p1 ⊕ U|p2 sobre Jacd(C̃), donde U de-

nota la familia universal. Los dos factores definen dos secciones; con ello, MC(1, d) se obtiene al
identificarlas trasladando por OC̃(p1 − p2).

2¡No muy complicadas! Ellos construyen ejemplos obtenidos por intersección de dos superficies
en P3. En particular, las singularidades son Gorenstein.

3Que no existe sino en el pensamiento.
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P3. Comparar semiestabilidad en P2 con semiestabilidad en C o C̃, posiblemente
para distintos valores del parámetro.

P4. Describir cómo cambian los espacios de moduli al variar los parámetros.

Por supuesto, esta estrategia requiere bastante trabajo para funcionar. Por ejem-
plo, la descripción de P1 t́ıpicamente no es única. Luego, impĺıcitamente estamos
pidiendo que los espacios de moduli existan (por ejemplo, usando una construcción
via GIT).

Ejemplo 5 (Bhosle). Sea C una curva nodal, y sea ρ : C̃ → C su normalización.

Dado un haz localmente libre en E de rango r en C̃, y dado V ⊂ E|p1
⊕ E|p2

un subespacio vectorial de dimensión r, uno puede construir un haz puro E en
C de rango r. Con esta construcción, Bhosle define una noción de semiestabilidad
para pares (E, V ), dependiendo de un parámetro t ∈ (0, 1). Informalmente, t mide
cuánto valor se otorga al “dato de pegado”.

Con ello, ella demuestra que (i) para t cercano a 0, el par (E, V ) es semiestable
si y solo si E es semiestable; (ii) para t cercano a 1, el par (E, V ) es semiestable si
y solo si E es estable. Un estudio cuidadoso en el caso r = 2 le permite obtener el
flip descrito anteriormente. En tal caso, el flip aparece v́ıa VGIT (cf. Thaddeus y
Dolgachev–Hu).

Para nuestro objetivo ideal vamos a describir una solución a P1 en el lenguaje
de categoŕıas derivadas, debida a Kuznetsov–Lunts. Nuestro principal aporte es dar
una construcción de P2 y probar P3 en este contexto. Finalmente, discutiremos
P4 en algunos ejemplos.

2. Resoluciones categóricas

Teorema 6 (Kuznetsov–Lunts). Sea C una curva proyectiva y sea ρ : C̃ → C su
normalización. Luego, existe una categoŕıa abeliana A satisfaciendo las siguientes
propiedades.

1. La categoŕıa derivada de A admite una descomposición semi-ortogonal

Db(A) = ⟨Db(C̃),Db(pt), . . . ,Db(pt)⟩.

2. Existe un functor π : A → Coh(C) exacto por izquierda, cuyo functor deri-
vado Rπ∗ : D

b(A)→ Db(C) es un cociente de Verdier.

Este resultado es un ejemplo de una resolución categórica. Informalmente, el he-
cho que Rπ∗ es un cociente nos indica que podemos estudiar objectos en Db(C) v́ıa
objectos en Db(A). Luego, la primera parte del teorema nos indica que Db(A) se

expresa en información que vive en C̃, junto a varios espacios vectoriales. Informal-
mente, esto nos permitirá reemplazar “haz en C” por “haz en C̃ y varios espacios
vectoriales” — ¡una respuesta a P1!

Observación 7. El resultado de Kuznetsov–Lunts es mucho más general: ellos de-
muestran que cualquier variedad sobre un cuerpo de caracteŕıstica cero4 admite
algo parecido. Nuestro aporte a este resultado es una observación (modesta) que
uno puede hacer esta construcción al nivel de categoŕıas abelianas.

4Quizá no es sorprender que esta restricción aparece con una resolución. De hecho, el argumento
de Kuznetsov–Lunts usa no solo la existencia de resoluciones de singularidades, sino que debe ser

obtenida al hacer blow-ups en centros suaves.
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En el resto de la charla no utilizaremos los detalles técnicos de esta construcción.
En cambio, ¡veamos ejemplos!

Ejemplo 8. Sea C una curva con un nodo q ∈ C, y sea ρ : C̃ → C su normalización.
En este caso, uno puede construir A v́ıa

A = {(F, F ;ϕ) : F ∈ Coh(C̃), F ∈ VectC, ϕ : F |p1 ⊕ F |p2 → F}
Es importante notar que el morfismo ϕ no tiene por qué ser inyectivo o sobreyectivo.
De hecho, ϕ puede ser cero. Un ejercicio pequeño muestra que A es una categoŕıa
abeliana. En este contexto, construimos el functor π v́ıa

π(F, F ;ϕ) = ker(ρ∗F
ϕ−→ F ⊗ Oq).

Ejemplo 9. Sea C una curva con un tacnodo q ∈ C; esto es, un punto singular
de la forma y2 = x4. En este caso, la categoŕıa A es mucho más complicada de
describir. Los objectos son pares (F, F 1, F 2;ϕ1, ϕ2, α, β), donde los cuatro (!) mor-
fismos satisfacen unas pequeñas condiciones de compatibilidad. Informalmente, los
espacios F i miden cómo “pegar” F a primer y segundo orden.

3. Estabilidad de Bridgeland

Como mencionamos anteriormente, el resultado de Kuznetsov–Lunts da una res-
puesta general de P1. El siguiente paso requiere dar una noción de semiestabilidad.
En nuestro caso utilizaremos estabilidad de Bridgeland. Hay varios motivos por los
cuales esto es razonable.

1. Por definición, estabilidad de Bridgeland es una noción que vive a nivel de
categoŕıas trianguladas. Dado que nuestra respuesta a P1 es en términos de
categoŕıas trianguladas, tiene sentido utilizar esta herramienta.

2. Parte del folklore en el área hace razonable esperar la existencia de estabili-
dad de Bridgeland “razonable” en nuestro escenario.

3. La existencia de espacios de moduli viene “gratis” gracias a profundos re-
sultados de Alper–Halpern-Leistner–Heinloth. Esto es un arma de doble filo:
los espacios de moduli que aparecen son solo espacios algebraicos (en vez de
variedades o esquemas); probar que uno obtiene un esquema proyectivo es
dif́ıcil en general.

Para motivar la noción de estabilidad de Bridgeland, el ejemplo estándar viene
de mirar pendientes en curvas. Algunas propiedades importantes son las siguientes.

1. La noción de pendiente está definida en Coh(C), no en Db(C). En general,
uno reemplaza Coh(C) ⊂ Db(C) por una categoŕıa abeliana que se comporte
de manera similar: el corazón de una t-estructura.

2. Si E es un haz en una curva, un resultado clásico de Harder–Narasimhan
asegura que E puede construirse a partir de haces semiestables de pendiente
decreciente. Esto para a ser un requerimiento en estabilidad de Bridgeland.

Definición 10 (Bridgeland). Sea D una categoŕıa triangulada. Una condición de
estabilidad es un par σ = (Z, C), donde:

1. C ⊂ D es el corazón de una t-estructura acotada;
2. Z : C → C es un morfismo lineal.

Imponemos las siguientes propiedades.

1. La imagen de Z vive en el semi-plano superior. De este modo, definimos
µ(E) = −Re(Z(E))/ Im(Z(E)) ∈ (−∞,∞].
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2. Existencia de filtraciones de Harder–Narasimhan.
3. Condiciones técnicas: propiedad de soporte y existencia de stacks algebraicos

parametrizando objetos semiestables5.

Informalmente, uno debeŕıa pensar Z(E) = −degσ(E) + i rkσ(E), donde degσ
y rkσ son “grado y rango generalizados”. Como mencionamos arriba, el ejemplo
estándar viene de considerar Z(E) = − deg(E) + i rk(E), C = Coh(C) en Db(C).

La mera existencia de condiciones de estabilidad es un problema altamente dif́ıcil.
Un reciente trabajo de Chunyi Li ha anunciado su existencia para Db(X) donde X
es una variedad suave, proyectiva. Para categoŕıas más complicadas no obstante,
sigue siendo incierto cuál es la fórmula general que uno debeŕıa utilizar.

Para enunciar nuestro teorema, fijemos una curva C. El resultado de Kuznetsov–
Lunts nos da una categoŕıa abeliana A = {(F, F 1, . . . , FN ; ∗)}, donde F ∈ Coh(C̃)
y los F i son espacios vectoriales. Si E ∈ A, escribiremos degE, rkE para el grado
y rango de E ∈ Coh(C̃), y ℓi(E) = dimF i.

Teorema 11 (V., 2025). Sea C una curva (integral, proyectiva), y sea A la ca-
tegoŕıa abeliana descrita anteriormente. Luego, existe (i) un corazón C ⊂ Db(A),
y (ii) un abierto Ω ⊂ (0, 1)N con 0, (0, . . . , 0, 1) ∈ Ω, satisfaciendo las siguientes
propiedades.

1. Para todo ∆ = (δ1, . . . , δN ) ∈ Ω, la fórmula

Z∆(E) = − deg(E) +
∑
i

δkℓk(E) + i rk(E)

define una condición de estabilidad de Bridgeland σ∆ = (Z∆, C) en Db(A).
Dados v = (r, d, ℓ1, . . . , ℓn), denotamos por M∆(v) el espacio de moduli de objetos
σ∆-semiestables. En lo sucesivo, fijamos un valor de v.

2. La asignación ∆ 7→M∆(v) admite una descomposición finita de Ω en cáma-
ras: si ∆,∆′ viven la misma cámara, los espacios de moduli coinciden.

3. Si ∆ es cercano a cero, el functor olvidadizo a∗(F, F i) := F define un mor-
fismo Ra∗ : M∆(v)→MC̃(r, d).

4. Si ∆ es cercano a (0, . . . , 0, 1), el functor Rπ∗ define un morfismo M∆(v)→
MC(r, d

′). Más aún, si v es escogido apropiadamente, el morfismo es un
isomorfismo sobre el abierto de MC(r, d

′) parametrizando haces localmente
libres.

Este resultado da en principio una respuesta completa a P2, y casi completa a
P3. Los problemas son varios. Por ejemplo, no es claro cómo cambian los espacios
de moduli a medida que cambiamos de cámara. Tampoco es sabido si los espacios de
moduli que aparecen son suaves o proyectivos. Finalmente, la estructura de Rπ∗ y
Ra∗ tampoco es muy entendida. Todas estas son preguntas interesantes para mirar
a futuro.

4. Nodos y tacnodos

Para finalizar, discutiremos aplicaciones concretas del teorema anterior a curvas
con un nodo o un tacnodo. Para fijar notación, digamos que C es una curva con

5En general uno puede obtener esto con poco trabajo siempre que D venga de una dg-
categoŕıa/infinito-categoŕıa. Los detalles son técnicos e irrelevantes para lo que sigue.
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un nodo q ∈ C, y sean p1, p2 ∈ C̃ las dos preimágenes. Llamaremos g al género
geométrico de C, de modo que pa(C) = g + 1.

Como mencionamos anteriormente, la categoŕıa abeliana A que consideramos en
este caso parametriza ternas (F, F ;ϕ : F |p1

⊕ F |p2
→ F ).

Afirmación 12. El corazón C ⊂ Db(A) del Teorema 11 satisface las siguientes dos
propiedades:

Si E = (F, F ;ϕ) satisface que ϕ es sobreyectivo, entonces E ∈ C.
(0,C; 0)[1] ∈ C.

De hecho, estas dos propiedades caracterizan a C.
Si recordamos de nuestra discusión anterior, el functor π∗ : A → Coh(C) era

definido v́ıa (F, F ;ϕ) 7→ ker(ρ∗F → F ⊗ Oq). Es fácil ver que este functor no es
exacto por derecha. Resulta que el functor derivado Rπ∗ : D

b(A)→ Db(C) restringe
a un functor exacto Rπ∗ : C → Coh(C). Informalmente, esto se debe a que ϕ es
sobreyectivo, junto con una pequeña aplicación del lema de la serpiente.

Las condiciones de estabilidad del Teorema 11 dependen de un parámetro t ∈
(0, 1), y satisfacen Zt(F, F ;ϕ) = − deg(F )+tℓ(F )+i rk(F ). Informalmente, cuando
t es pequeño, la contribución de F es despreciable, y esto se reduce a medir la pen-
diente de F . Cuando t es cercano a 1, esto aproxima a la pendiente de Rπ∗(F, F ;ϕ).

Teorema 13 (V., 2025). Sean r, d, ℓ enteros coprimos, con r > 0 y 0 ≤ ℓ ≤ 2r.
Denotamos por Mt = Mt(r, d, ℓ) el espacio de moduli parametrizando objectos σt-
semiestables de clase r, d, ℓ.

1. Para todos salvo finitos t ∈ (0, 1), el espacio Mt parametriza objectos esta-
bles. Es una variedad suave, proyectiva, de dimensión r2(g−1)+1+ℓ(2r−ℓ).

2. Si t, t′ ∈ (0, 1), se tiene que Mt y Mt′ son birracionales.
3. Supongamos que gcd(r, d) = 1. Para t≪ 1, el morfismo Ra∗ : Mt →MC̃(r, d)

es un fibrado en Gr(2r, ℓ) para la topoloǵıa Zariski.
4. Supongamos que gcd(r, d) = 1 y r = ℓ. Para t≫ 1, el morfismo Rπ∗ : Mt →

MC(r, d) es birracional.

Hagamos dos breves ejemplos de cómo se ve esto para valores concretos de r, d, ℓ.

1. Para r = ℓ = 1, el espacio Mt es independiente de t (i.e. no hay murallas).
En tal caso, el morfismo Rπ∗ : Mt → MC̃(r, d) recupera la descripción de
Oda–Seshadri para el jacobiano compactificado.

2. Para r = ℓ = 2 y d impar, existe una única muralla en t = 1/2. (Esto
corresponde a descomponer (2, 2k + 1, 2) = (1, k, 0) + (1, k + 1, 2).) En tal
caso, el wall-crossing que aparece en t = 1/2 es un (anti)flip estándar, y
corresponde a reemplazar un fibrado en Pg sobre un espacio 2g-dimensional
por un fibrado en Pg+1. Esto recupera una descripción de Bhosle.

P P ′

M1/2(u)×M1/2(w)

M1/4(v) M3/4(v)

MC̃(2, d) M1/2(v) MC(2, d)

Pg−1 Pg+1

bir

birGr(4,2) bir bir

Para finalizar, daremos una pequeña lista de resultados en el caso que C tiene
un tacnodo q ∈ C. En este caso, las condiciones de estabilidad del Teorema 11
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dependen de dos parámetros t1, t2 ∈ (0, 1)2, satisfaciendo t1 + t2 < 1. Un resultado
similar al Teorema 13 existe en este caso; no lo enunciaremos por razones de tiempo.

Para rango 1, veamos los espacios de moduliMt1,t2(1, d, 1, 2). (¿Por qué el ℓ1 = 1,
ℓ2 = 2 al final? Resulta que estos son los que parametrizan haces localmente libres.)
Nuestro resultado en este caso es como sigue.

Proposición 14 (V., 2025). Los espacios Mt1,t2(1, d, 1, 2) =: M(d) no dependen
de t1, t2. El morfismo M(d)→MC̃(1, d) es una fibrado en superficies de Hirzebruch
F2 para la topoloǵıa Zariski; mientras que M(d)→MC(1, d) es birracional.

Finalmente, veamos qué pasa en rango 2 y grado impar. Igual que antes, deno-
tamos por Mt1,t2(2, d, 2, 4) los espacios de moduli.

Proposición 15 (V., 2025). Hay cuatro cámaras para Mt1,t2(2, d, 2, 4), según se
ilustra en la Figura 1. Denotaremos por M1(d), . . . ,M5(d) los espacios de moduli
correspondientes a cada cámara; son suaves, proyectivos, de dimensión 4g + 5.

El morfismo Ra∗ : M1(d) → MC̃(2, d) es una fibrado para la topoloǵıa Zariski,
con fibra

{(V1, V2) : V1 ⊂ C⊕4, V2 ⊂ C⊕8, V1 × {0} ⊂ V2 ⊂ C4 × V1, dim(Vi) = 2i}.
El morfismo Rπ∗ : M4(d)→MC(2, d) es birracional. Finalmente, cada wall-crossing
es un (anti)flip estándar descrito como sigue, donde Bk representa una base k-
dimensional.

M4 ⊃ P
Pg+3

−−−→ B2g Pg+1

←−−− P ′ ⊂M3

M3 ⊃ P
Pg+2

−−−→ B2g+2 Pg

←− P ′ ⊂M2

M2 ⊃ P
Pg+5

−−−→ B2g Pg−1

←−−− P ′ ⊂M1

t1

t2

W1

W2

W3

W4

R1

R2

R3

R4

R5

Figura 1. Cámaras y murallas para v = (2, d, 2, 4).
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