EJERCICIOS SOBRE EL PROGRAMA DE SARKISOV
SEMINARIO GEOMETRIA ALGEBRAICA UC

JAIME NEGRETE

Para el desarrollo de estas notas ocuparé las notas del Seminario Sarkisov del
profesor Pedro Montero.

Consideremos ¢: X’ — Z' fijo y fijemos A’ € Pic(Z') amplio y u € Q> tal que
H' = —p/K' + (¢')* A’ € Pic(X') sea muy amplio.
Recordemos que tenemos la siguiente definicion:

Definition 0.1. Consideremos una resoluciéonde f: X --+ X’

Y
) G I x
con f = ¢’ oo~ t. Dado D' € |H’| definimos su transformada homaloidal como

D := 0,0 D’ en X. Dichos divisores forman un sistema lineal que denotamos por
f7YH| C |D| (en general Z).

Para el desarrollo de algunos calculos serd importante la siguiente férmula.

Definition 0.2. (Férmula de Proyeccién) Dado f: X — Y un morfismo regu-
lar entre variedades algebraicas proyectivas irreducibles y ¢ C X curva irre-
ducible. Definimos el grado de C respecto a f como deg;(C), donde deg(C) = 0
si f(C) = {pt} y como deg(f|c : C — f(C))si f(C) CY curva irreducible, donde
deg(flc) = [K(C) : k(f(C))]. La férmula de proyeccién nos dice que para todo
divisor de Cartier D en Div(Y') tenemos que:

fTD - C = degs(C)(D- f(C))

En primer lugar de la charla veremos el Teorema de Noether-Fano-Iskovskikh
en el caso de P?.

Theorem 0.3. Sea S 2 P20 F,, ysea f: S --» P? una aplicacion birracional. Supong-
amos que f No es un isomotrfismo y que Kg + iD es nef, donde D € f~1|Op2(1)| es un

elemento general. Entonces, f~'|Opz(1)| posee un punto base de multiplicidad > p.

Remark 0.4. Recordar que p es el “quasi-effective threshold” definido en el semi-
nario anterior.

Proof. Consideremos una resolucién de f
Y DU
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con ¢ la transformada estricta de L. Como f No es un isomorfismo, entonces

LL _ _ 1; 1
B> =g = 5ie0> (Kp2 + L) - L.
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Sean E; y (Ej/) los divisores excepcionales de o y ¢’ respectivamente, y escrib-
amos (aqui usaremos que D = 0,.0" (L) y férmula de proyeccién):

Ky =0"Ks+Y a;E; y Dy:=0"L=0"D-> bE;
i=1 i=1

Luego,

1 1 = b;
Ky-i-*Dy:U* (Ks—I—D) +Z<ai—) FE;
K H =1 H

1
— 0/* <Kﬂ»2 =+ L> —+ ZC]‘E;-
J

I

Dado que L es general, E; - { > 0Vi. Ademds como L es excepcional para o’
tenemos que E - £ = 0Vj por la férmula de proyeccién. Por lo que

1 1
<KY + Dy> = |o" (sz + L) 2l | oL =D diE,
jz H j ‘
J J
1

Mientras que por otro lado tenemos

(Ky—l—1Dy)-€:o*(KS+1D>-£+Z<ai—bi)Ei~£
z ) SN ey

>0

Donde o*(Kgs + %D) -£>0yaquec*(Kg+ %D) es el pullback de un divisor nef.
Por lo tanto existe algtin i tal que a; — % < 0. Por el argumento dado 2 seminarios
antes, podemos asumir que este coeficiente negativo se realiza en un punto (de
verdad) p € S, luego a; = 1y b; = mult,(D) y por lo tanto usando la desigualdad

anterior y el hecho que p € ¢N tendremos que mult,(D) > p.
g

La otra parte del seminario serd probar el "Negativity Lemma”, el cual fue ocu-
pado en el seminario anterior para demostrar la versién general del Teorema de
Noether-Fano-Iskovskikh. A continuacién voy a citar algunos resultados conoci-
dos que serdn de ayuda.

Theorem 0.5. (Hodge Index theorem)
Sea H un divisor amplio en una superficie X, y supongamos que D es un divisor con
D#0yD-H =0. Luego D* < 0.

Proof. [H| Teorema 1.9, Capitulo V] O

Remark 0.6. Por el Teorema de Nerén-Severi tenemos que V = Num(X) @z R es
un R-espacio vectorial finito dimensional de dimensién p = rank N.S(X), ademds
el numero de interseccién induce Num(X) x Num(X) — Z y asi tenemos una
forma bilineal simetrica no degenerada en V. Si h es la clase en V' de un divisor
amplio en X, podemos obtener una base de V sobre R digamos h, hy,--- ,h, de
tal forma que (h - h;) = 0 para cada ¢ > 2. Por el Teorema anterior tenemos
que la forma bilineal (-) tiene signatura (1,p — 1). Ademds por el Teorema de
Sylvester (teorema conocido de algebra lineal) tenemos invarianza de la signatura
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de la forma bilineal simetrica (-). Por lo tanto podemos enunciar el teorema como
sigue

Theorem 0.7. (Hodge Index Theorem)

La forma de intersecion en S tiene signatura (1, p(S) — 1), donde p(S) = dimg. En
particular, si E # 0 tiene interseccion D - E = 0 para un divisor con D* > 0, luego
E? <.

Theorem 0.8. (Negatividad de autointerseccién de curvas contraidas)
Sea ¢: X — Y un morfismo propio birracional desde una superficie no singular X. Luego
para cada divisor E no cero en S con ¢(E) = {pt} tenemos que E* < 0.

Proof. Sea H amplioenY y sea D := ¢*(H) (Notar que D es big y nef, pero no es
amplio). Luego D? = ¢*(H) - ¢*(H) = H> > 0y D - E = 0, pues f(E) = {pt}.
Entonces por la observacion anterior se sigue que E? < 0. g

Remark 0.9. El caso en que Y sea una superficie singular basta tomar alguna
seccién Hiperplana que no pase por los puntos singulares y luego se sigue el
mismo argumento.

Remark 0.10. De hecho lo que tenemos es que si {E;} es un conjunto finito de
curvas irreducibles que se contraen por ¢. La matriz de interseccién (E; - E;); ; es
negativa definida, ver [KM].

Theorem 0.11. (Lema de Negatividad en dimension 2) Sea f: X — Y un morfismo
birracional desde una superficie proyectiva no singular X a otra superficie Y. Supong-
amos que el divisor E := " o, E; donde los E; son los divisores excepcionales para f es
relativamente nef sobre Y, i.e, (3 o E;) - E; > 0 VE;. Entonces a;; < 0 Vi.

Proof. Supongamos que «; > 0 para algin i. Luego, tiene sentido considerar el
divisor Zai>0 o, E; y pensar Y o, E; = ZaiSO o By + Zai>0 o; E;. Por lo tanto
podemos hacer sentido de la siguiente interseccion, y usando el Teorema anterior
se deduce que:

(> i) - (Z aE) SEDTAR (Z aE) + (Z aiEi>2 <0

a; >0 a; <0 a; >0 a; >0

Pero por otro lado, la suposicién de que E es relativamente nef sobre Y/, implica

que
0 < (Z aiEZ-) . < Z OéiEi>
a; >0
Lo cual contradice la desigualdad anterior. O
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