Algunos problemas sobre moduli de
superficies de tipo general

ROBERTO VILLAFLOR

1 Preguntas

Trabajaremos con S una superficie proyectiva suave de tipo general (K¢ amplio). Como es
usual fijamos la notacion de los invariantes

e ¢2 = K? > 0 la primera clase de Chern.

® 0 = Xtop = Z?:o b; la segunda clase de Chern, igual a la caracteristica de Euler
topoldgica.

py = hP(K) = h*(Og) el género geométrico.

q = h%(Q) = h'(Os) la irregularidad.
e X =1—q+ p, la caracteristica de Euler algebraica.
e 7 el grupo fundamental.

Y recordamos la relaciéon fundamental dada por la Formula de Noether
K2 +Xtop =12 X-

Enfocaremos nuestra atencién en los dos problemas siguientes relacionados al estudio de los
espacios de moduli M g2,y introducidos por Gieseker:

1. ;Cudntas componentes irreducibles tiene M k= ,)? componentes conexas? sus dimen-
siones? sus relaciones de incidencia? podemos describir dichas componentes?

2. (Cémo se distribuyen las superficies Picard maximales en M g2 )7

Definicién. Decimos que una superficie suave proyectiva S es Picard mazimal si p(S) =
hHH(S) = hH ().

Observacion. Por el Teorema (1,1) de Lefschetz sabemos que
p(S) = rank H“'(S) N H*(S,Z) < dim¢e HY'(S) = h*(8S).

Observacién. Si dos superficies S; y Sz estan en la misma componente conexa de M g2 ),

entonces S; —— Sy (son difeomorfas) ya que al conectarlas por un camino producimos una
dif f

familia topolégicamente localmente trivial a un parametro (real). En particular, todos sus in-
variantes topoldgicos son iguales (ej. 7y, b;) y por ende también p, y ¢ (en general los nimeros



de Hodge h?9 son invariantes por deformacién). Luego todos los invariantes anteriores dis-
tinguen componentes conexas. Luego, la pregunta interesante es saber si dichos invariantes
determinan cada componente conexa. Por el celebrado teorema de Freedman [Ere82] sabe-
mos que en ciertos casos el tipo topoldgico de S queda determinado por m1(S) y H?(S,Z)
(con su producto de interseccién), lo que nos lleva a preguntarnos si en general Sy ﬁ So

implica que S; y S5 estan en la misma componente conexa. Este problema se conoce como
la conjetura DEF = DIFF, que fue refutada por Manetti [ManO1I] y posteriormente por
Catanese [Cat03]. En general se sabe que tanto la cantidad de componentes conexas de
M k2 ,,) como sus dimensiones pueden ser tan grandes como se quiera, y que este fenémeno
es sparse en la geografia de superficies de tipo general [Cat84, Man94. Man01l, [Cat03].

Existen resultados sobre clasificacion de superficies de tipo general principalmente en 3
valores diferentes de p, = 0,1, 4:

py = 4: En este caso sabemos por la desigualdad de Noether que K? > 2p, —4 = 4. Por otro

lado si ¢ > 0 tenemos més atun que K? > 2p, = 8. Luego para 4 < K? < 7 tenemos que
q = 0. Es en estos casos que hay teoremas de clasificacion basados en el andlisis del mapa
canénico g : S — — — P3,

o K? = 4: ([Noe75), [Hor76]) En este caso el moduli es irreducible y corresponde a superfi-
cies tales que el mapa canodnico es libre de puntos de base y determina un cubrimiento
doble de una cuddrica en P3.

o K*=175: ([Enrd9, Hor73]) En este caso el moduli es conexo y tiene 2 componentes
irreducibles de dimension 39, M; y My que se intersectan a lo largo de un divisor,
donde M, corresponde a las superficies quinticas en P? con a lo mas puntos dobles
racionales, mientras que My corresponde a cubrimientos dobles de una cuddrica en P?
(dado por el sistema candnico, el cual tiene un tnico punto de base).

o K% =6: ([Enrd9, Hor78, BCP06]) El moduli tiene 4 componentes irreducibles de di-
mensiones 38, 38, 38 y 39 y a lo mas 2 componentes conexas. Todas las superficies de
este tipo son simplemente conexas. Aun no se sabe si este moduli es conexo o no.

e K? =7: ([Bau0l]) El moduli tiene 3 componentes irreducibles de dimensiones 36, 36 y
38 v a lo mas 2 componentes conexas. Aun no se sabe si este moduli es conexo o no.

Existen mas resultados parciales para otros invariantes que omitiremos por el momento.
Enfocaremos el resto de la charla a los casos p, =0y p, = 1.

2 Superficies con p, = 0

Como y > 0, sigue que ¢ = 0y 1 < K? < 9. En estos espacios de moduli es muy dificil tener
teoremas de clasificacion ya que no contamos con el mapa canénico. De hecho tan sélo probar



existencia de estas superficies con invariantes fijos es un gran desafio. Hay varios resultados
sobre la clasificacion de los posibles grupos fundamentales realizables por estas superficies,
pero en general los espacios de moduli estéan lejos de ser bien entendidos. Repasemos parte
de lo que se conoce:

o K% =09: ([Yau77, [Miy82, [PY0T7, [CS10]) Estos son los llamados fake projective planes.
Cada superficies S de este tipo es el cociente de la bola By = {(z,w) € C? : |z|*+|w|* <
1} por la accién de un subgrupo aritmético I' < SU(2,1). Luego son todas rigidas. El
moduli consta de 100 puntos dados en 50 parejas conjugadas.

e K*=8: ([BCGOY]) Para superficies S admitiendo un cubrimiento étalé finito reducible
(i.e. de la forma C; x Cy) el moduli tiene exactamente 18 componentes conexas irre-
ducibles. Ademds se conocen otros puntos aislados del moduli. Se conjetura que el
recubrimiento universal de estas superficies siempre es el bidisco D x I C C2.

o K?=1: (|[Rei78]) Estas son las llamadas numerical Godeauz surfaces. Se sabe que
los grupos fundamentales realizables son Z/n para n = 1,...,5, y que para n > 3
cada moduli con dicho grupo fundamental es conexo e irreducible. Se conjetura que lo
mismo vale para n =1, 2.

e K? = 2: (BCP1I]) Estas son las llamadas numerical Campedelli surfaces. Se conocen
13 tipos diferentes de grupos fundamentales algebraicos para estas superficies. Se
conjetura que todos los grupos fundamentales realizables son los grupos finitos de
orden < 9 salvo Dy y Ds.

e K?>3: (IBCP1I]) En cada caso se conocen muchos tipos diferentes de grupos fun-
damentales realizables. Se conjetura que para K? < 3 siempre el grupo fundamental
es finito, mientras que para K2 > 7 es siempre infinito. En los casos intermedios se
conocen ejemplos de ambos tipos.

Otro punto de vista: En todos los casos anteriores el andlisis se ha enfocado en el
estudio del grupo fundamental. Siguiendo la filosofia de [Fre82] es natural querer considerar
el invariante dado por H%(S,Z) = Pic(S) (como reticulado, i.e. con su producto). Esto
sigue directamente de la secuencia exponencial pues ¢ = h'(Og) = 0y p, = h*(Og) = 0.
Sin embargo, tan sélo construir un ejemplo de superficie de tipo general con p, = 0 es un
problema dificil, por lo que no hay mucho conocimiento al respecto de sus posibles grupos
de Picard.

Después del célebre trabajo de Lee y Park [LP07], se ha explotado el método para
probar existencia de superficies de tipo general con ciertos invariantes fijos por medio de
suavizaciones Q-Gorenstein de W-superficies Sy en el borde de la compactificacion KSBA
de M(g2,). Luego, dadas dos W-superficies Sy y S; en el borde de M k> ), es natural
preguntarse jcuando sus suavizaciones Q-Gorenstein {S; }yepx v {5} }epx viven en la misma
componente conexa de M g2 ,)? Sabemos que si Pic(S;) # Pic(S]) entonces ellas no tiene el
mismo topoldgico y por ende no estan en la misma componente conexa. Lo que nos lleva a



la siguiente pregunta: ;Podemos calcular Pic(S;) a partir de Sy? Resultados recientes de G.
Urzda apuntan hacia una respuesta afirmativa en p, = 0. En efecto, si denotamos S — I
a la degeneracion Q-Gorenstein, entonces S admite un retracto por deformacion a Sy, luego
tomando la secuencia larga en homologia del par (5,S;) tenemos

o= Hy(Sy) = Pic(Sy) 2 Ha(So) = C1(So) L Ho(S,S,) — - --

Bajo las condiciones de la degeneracion considerada es posible mostrar que el mapa de
especializacion sp es inyectivo. El reticulado

sp(Pic(S;)) € Cl(So)

es el llamado reticulado de Coble-Mukai de Sy y corresponde justamente a las clases que
son limite de ciclos algebraicos de S; (por un resultado de Kawamata [Kaw92] se sabe que
para este tipo de degeneraciones no hay monodromia en torno a D*) al tomar ¢ — 0. Lo
destacable del trabajo de Urzia es que dicho reticulado es efectivamente calculable a partir
de los divisores que surgen al tomar la resoluciéon minimal de Sy, puesto que podemos dar una
descripcion explicita del mapa f y calcular su kernel. Este invariante ain no ha sido usado
para distinguir componentes conexas diferentes de M g2 ,y, podria ser interesante intentar
abordar el fendmeno de los agujeros de gusanos [UV21l, RU21].

3 Superficies con p, =1

En este caso x > 0 implica que ¢ = 0,1. Si ¢ > 0, entonces K? > 2p, = 2, luego para K? =1
tenemos ¢ = 0. En general si ¢ = 0 (superficies regulares) tenemos 1 < K? < 18, mientras
que para superficies irregulares ¢ = 1 tenemos 2 < K2 < 9.

o K% =1: ([Catl0, [Tod80]) El moduli es irreducible de dimensién 18 y corresponde a
superficies obtenidas como intersecciones completas de tipo (6,6) en P(1:2:233),

e K?=2 ¢=0: ([CD]Y]) El moduli tiene 2 posibles grupos fundamentales Z/n para
n = 1,2. El moduli de las superficies con grupo fundamental Z/2 es conexo, irreducible,
racional y de dimensién 16. Sobre el moduli de las simplemente conexas sélo se conoce
una componente irreducible de dimensién 16, atin se desconoce si es conexo.

e K% >3, ¢ = 0: Todorov [Tod81] da ejemplos de este tipo de superficies con 2 < K? < 8
donde falla el problema de Torelli. Murakami [Mur(03] describe el moduli de superficies
tales que la torsion del grupo de Picard es Z/3. J. Reyes y G. Urzia [RU21] dan
ejemplos de superficies simplemente conexas con 1 < K? < 9 via deformaciones Q-
Gorenstein.

o K? =2 ¢=1:([Cat&1]) El moduli es irreducible de dimensién 7.

e K?=3,¢=1: (J[CC0]) El moduli es irreducible unireglado de dimensién 5.
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o K? =145 q=1: Catanese [Cat98] da ejemplos como cubrimientos Galoisianos dobles
de P! x P! (con grupo de Galois Z/2 x Z/2).

e K?=28,¢=1: ([Pol06]) Para las superficies de la forma S = (C' x F)/G tales que
el mapa bicanénico es de grado 2, el moduli consta de 3 componentes irreducibles de
dimensiones 4, 4 y 5.

Enfoquemosnos ahora en el problema de superficies Picard maximales de tipo general
con p, = 1. Notemos que este problema es trivial en el caso p, = 0 ya que p = by = h''l.
Recordemos que una superficie S es Picard maximal si y sélo si

HY(S)=C- (H"'(S)N H*(S,Z))
es decir si H"(.9) estd definido sobre Z (o equivalentemente sobre Q).

Observacién. Recordemos que dado un subanillo & C C, decimos que un C-subespacio
vectorial W C H?(S,C) esté definido sobre k si existe un k-modulo V. C W N H?(S, k) tal
que

W=C-V=Vg,C.

Definicion. Denotemos por D al espacio que parametriza todas las posibles descomposi-
ciones de Hodge de H?(S,Z), el llamado dominio de periodos de Griffiths.

Como la descomposicién de Hodge es tal que H'(S) = HY(S), el subespacio V =
H™(S) N H?(S,R) es tal que C-V = HY(S) (es decir H"!(S) siempre estd definido sobre
R). Luego S es Picard maximal si y s6lo si V' estd definido sobre Q. Al mover V' dentro de
H?(S,R) vemos que el dominio de periodos D se proyecta 2 : 1 sobre la Grassmaniana real

D — Gr(by, k™)

H2,0 D Hl,l D HO,Q — v

y una descomposicién de Hodge esta definida sobre Q si y sélo si V' estd definida sobre Q,
lo que corresponde a un conjunto denso numerable de Gr(bs, h'''). Es decir, D tiene un
conjunto denso numerable de descomposiciones de Hodge definidas sobre Q.

Definicién. Sea & — T una familia topolégicamente localmente trivial de superficies de tipo
general con base una variedad analitica conexa (por ejemplo podriamos tomar 7' = D*). El
mapa de pertodos es un mapa holomorfo dado por

P:T — D

St — H2’0(St) D Hl’l(St) D HO’Q(St).

Observe que estamos identificando todos los espacios H%(S;, C) ya que topolégicamente todas
las fibras son iguales.



Pregunta: ;Cuando la imagen del mapa periodos contiene un abierto de D? OK para
K? =p, = 1y S siendo el moduli de intersecciones de tipo (6, 6) en P(1:2233) [Cat80), [Tod80),
por lo tanto en este caso hay un conjunto denso numerable de superficies Picard maximales.

Sin embargo, para las familias S con K* > 1, p, = 1 y ¢ = 0 encontradas por [RU2I]|
vale que
dimS < dim D

y por ende su imagen nunca contendra un abierto. Luego, la pregunta que nos toca abordar
es: {podemos reducir el dominio de periodos D? es decir, dada una familia S — T jcuédl es
el menor dominio de periodos D tal que P(T') C D?

Ejemplo. Las superficies de Kummer son una familia especial de superficies K3 que se
construyen del modo siguiente: Sea J una superficie Abeliana, i.e.

J = C?/A para algin reticulado A C C2.

Sea o : J — J la involucién dada por o(x) = —x, y sean z1,...,x16 € J los 16 puntos fijos
por o. Entonces
X = J/{o)

tiene 16 singularidades nodales. La superficie de Kummer asociada a J es
S:=X

obtenida como la resoluciéon minimal de X. FEn particular, S es una superficie K3 que
cuenta con 16 curvas —2 marcadas F1, ..., Eig. Sigue de la construccion que el moduli K de
superficies de Kummer es isomorfo al moduli de superficies Abelianas, el cual tiene dimensién

2
dim K = 23 3.

Por otro lado, los nimeros de Hodge de una superficie K3 son p, = 1y k' = 20. Luego su

dominio de periodos es
D =T\S0(2,19)/S0O(2) x SO(19)

y por ende dimg D = % — % — % = 210 — 1 — 171 = 38, luego dim¢c D = 19. Para
reducir el dominio de periodos en el caso de superficies de Kummer basta observar que los

16 divisores excepcionales E, ..., Ejg forman una subvariacién de estructuras de Hodge

@Z | € H*(S,,7Z)

cont € K. Es decir, si f : S — K es la familia de superficies de Kummer, podemos
descomponer

R*f7.=V,® Vg



de forma que V, se vuelve una subvariacién de estructuras de Hodge de nivel 0 (es decir
Vo C H"(S,), o heuristicamente “tiene p, = 0”) y Vg corresponde a una subvariacién de
estructuras de Hodge de nivel 2 (“tiene p, = 1”). De esta forma Vi ® Ok tiene estructuras
de Hodge tales que h%2 = h*? = 1y h'! =20 — 16 = 4. Luego el mapa periodos se reduce a

P:K—D
donde D es el dominio de periodos correspondiente a Vi, ie.

M\SO(2,3)/5(2) x SO(3)

que satisface dimg D = 574 — % — % =10—1—3 =6, luego dime D = 3. Asf vemos que

hay un conjunto denso numerable de superficies de Kummer Picard maximales.

El ejemplo anterior nos muestra que en el caso p; = 1, si queremos reducir el dominio
de periodos, debemos buscar una descomposicién de la variaciéon de estructuras de Hodge
de R%*f.7Z, para la familia f : S — T. M4s aun, en este caso esto equivale a encontrar una
subestructura de Hodge V, de nivel 0, i.e. generada por un conjunto de ciclos algebraicos
Vo = @le Z|C;] que se deforman como elementos de Pic(.S;) para todo t € T

Volviendo al caso de degeneraciones Q-Gorenstein de W-superficies S — T', queremos
saber como construir tal Vy a partir de C1(.Sp). Siguiendo la filosofia del reticulado de Coble-
Mukai, podriamos determinar cuales clases de C1(Sy) se extienden como limite de clases en
H?(S;,7Z) para todo t € T. Sin embargo, esto no garantiza que dichas clases se extiendan
como ciclos algebraicos, es decir, como elementos de Pic(S;). En general esto nunca pasa en
pg > 0, por esto definimos lo siguiente.

Definicién. En el contexto anterior definimos el submddulo de Coble-Mukai de Sy como
sp(Pic(S)o) C Cl(Sp)

donde Pic(S;)y consta de los ciclos algebraicos que se deforman como ciclos algebraicos a lo
largo de toda la familia § — T

Observacién. Dado un ciclo algebraico [C] € CI(Sy) tal que se extiende a H?(S;,Z) para
t € T. Podemos saber si él se extiende como un ciclo algebraico en todo 7' calculando su
variacion infinitesimal de estructuras de Hodge. En efecto, si consideramos el locus de Hodge

de [C]
Viey :={t € T : [C}] € Pic(Sy)},

entonces su espacio tangente en 0 corresponde a
To‘/[c] = {'U € TUT : (C, VU(JJ) = 0}

donde V, : H*%(Sy) — H™'(Sy) es el mapa de variacién infinitesimal de estructuras de
Hodge, y w € H*Y(Sy) es la seccién global del canénico de Sy. Luego si [C] € sp(Pic(S;)o)
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entonces (C,V,w) = 0 para todo v € TyT. Esto es una equivalencia cuando Vi es suave
en 0 para todo C' € CI(Sy) (por ejemplo para 0 € T" muy general). Recordemos que via el
mapa de Kodaira-Spencer podemos identificar T,7 = H'(Ts,) y

V: HY(Ts,) x H(Q%,) — HY(Q})

es dado por el producto cup en cohomologia. En otras palabras, las clases del submdédulo de
Coble-Mukai corresponden a las clases ortogonales a la imagen de V. Como H O(Q%O) ~ C,
tenemos un mapa inducido

Vw: H (Ts,) — H"'(Sp)

y es tal que
sp(Pic(Sy)o) = Im(Vw)* N CI(Sp)

si Vi) es suave en 0 para todo C € CI(Sp).

Teorema. El submédulo de Coble-Mukai de Sy determina una descomposicion
R {7 =Vy® Vg
donde V| estd dado por las clases de Pic(S;)o para todo t € T'. Mds atin, el mapa de periodos
P:T—D

inducido por el dominio de periodos de Vg tiene derivada en 0 igual a la composicién de Vw
con la proyeccion ortogonal

HY(Ts,) 2% HY(So) — sp(Pic(S,)o) ™,

si Vigp es suave en 0 para todo C' € CI(Sp). En particular, si H*°(S;) & Im(Vw) & H%?(S))
esta definido sobre Z, entonces P es genéricamente una submersion y por lo tanto 1" contiene
un conjunto denso de superficies Picard maximales (en la topologia analitica de T') y el
submdédulo de Coble-Mukai corresponde al grupo de Picard Pic(S;) para t € T muy general.
Ademsds en tal caso el mapa de periodos es genéricamente finito si y sélo si Vw es inyectivo.

Observacién. Sigue del teorema que bajo las hipdtesis anteriores, el submédulo de Coble-
Mukai es un invariante que distingue componentes irreducibles de M k= ,) en p, = 1.

Corolario. Si 0 € T" es un punto suave de 7" tal que Vi) es suave en 0 para todo C' € CI(.S))
y rank sp(Pic(Sy)o) = h'! — dim T, entonces T contiene un conjunto denso de superficies
Picard maximales y sp(Pic(S;)o) = Pic(S;) para t € T' muy general.
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